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Vop"wort 



Der vorliegende zweite Band der „Vorträge ßber Mechanik" 
bebandelt die Mechanik der elastisch-festen und der flüssigen Körper. 
Der Inhalt des Buches weicht von dem Lehrgang an der Technischen 
Hochschule zu Hannover etwas ab; es wird nämlich im Sommer 
des ersten Studienjahres ausser der Mechanik elastisch-fester Körper 
noch das Oleichgewicht Öüss^er KOrper etwa in der Be- 
handluDgsweise des Buches erledigt, von der Bewegung flüssiger 
Körper können aber in der für das erste Studienjahr verfügbaren 
Zeit nur die einfachsten Fälle vorgetr^en werden, und die ein- 
gehendere Behandlung erfolgt dann erst im Sommer des zweiten 
Studienjahres. Bei der Bearbeitung des Buches habe ich aber 
voi^ezogen, die Mechanik flüssiger (und auch gasförmiger) Körper 
im Zusammenbange durchzuführen. 

Auch in diesem Bande wurde auf die Beigabe zahlreicher 
Tollst^d^ durchgerechneter Beispiele besonderer Werth gelegt; 
denn den Stndirenden der Technischen Hochschule wird die Mechanik, 
wenigstens soweit sie im ersten Jahre vorkommt, nur zum Zwecke 
der Anwendung gelehrt, und nur an gut gewählten Übnngsaafgaben 
kann der Studirende diejenige Sicherheit erwerben, die erforderlich 
ist, wenn er nicht in den späteren Studienjahren bei der Berechnung 
seiner Entwürfe in Schwierigkeiten gerathen und kostbare Zeit ver- 
lieren soll. Den Fehlern, die von den Anfängern am häufigsten 
begangen werden, muss schon vom ersten Studienjahr an mit 
allen Mitteln vorgebeugt werden. Die Kenntnis dieser besonders 
häufigen Fehler kann man natürlich nur gewinnen nnd ihnen 
en^^enarbeiten, wenn man in besonderen Übungsstnuden einfache 
Zahlenaufgaben rechnen läset und daneben mit den Professoren 
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IV Torwort. 

däijenigen Fächer, die sich anf die Mecbatiik stQtzen, stets in 
Ffihkng bleibt and den anf das Fach bezflglichen WQnschen und 
BatlischlAgen derselben nadi Möglichkeit entg^enkotnnit 

Bei der Abfossnng dieses Theiles worden besonders folgeode 
Werbe bennbit; Lehrb&cher der technischen Mechanik nnd der 
Ingenieur-Mechanik von A. Bitter; Elasticität und Festigkeit von 
G. Bach; Hydromechanik TOn M. Büfalmann; Theoretische Maschinen- 
lehre von F. Grashof, 1. Band; Mechanik von Jul. Weisbach nnd 
die Berichte desselben Verfassers ober seine Untersnchangen aus 
dem Gebiete der Hydraulik. Der Berechnung des Winddrucks und 
des Luftwiderstandes wurden die neuesten werthvollen Versache von 
V. Loessl zu Grunde gelegt. 

Zur Erleichterung der Übersicht nnd des Verständnisses der 
Formeln ist auch diesem Theil ein alphabetisches Verzeichnis der 
benutzten Bucfastaben-Bezeicbnungen und ein alphabetisches Inhalts- 
verzeichnis beigefügt 

Keck. 



Es wird gebeten, die am Schlüsse des Buches angegebenen 
Berichtigungen zu beachten. 
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Erste Abtheilung. 

Mechanik der elastisch-festen Körper. 



Einleitung. 

licMstarre Körper und Massengruppen. 
Elastisch-feste Körper. 

Die Möglichkeit, Kräfte mit verschiedenen ÄngnKpnnkten an 
einem KOrper znsammenzasetzen und zu zerlegen, d. h. durch andere 
obD6 AbänderoDg der Bewegung des KSrpers zu ersetzen, ist im 
l.Theile dieses Buches nur f&r vClIig starre EOrper bewiesen. Fflr 
diese benutzten wir (1. Theil, S. 96) den Erfahrungs-Grundsatz, dass 
zwei gleiche, in derselben Bichtungslinie wirkende Kräfte entgegen- 
gesetzten Sinnes sich in ihrer Wirkung auf die Bewegung eines starren 
EOrpers aufheben; daraus folgte die Zulässigkeit der Verschiebung des 
Angriffspunktes einer Kraft längs ihrer Bichtungslinie. Auf diese 
Betrachtungen grQndete sich die Lehre reu der Zusammensetzung 
der Kräfte zu einer Einzelkraft und einem Kr3ftepaare (1. Theil, 
S. 113), sowie die Lehre vom Gleichgewichte und den sechs Be- 
dingungen für dasselbe (1. Theil, S. 146). 

Eine Verlegung des Angriffspunktes einer Kraft hat stets 
ÄnderuDgNi der inneren Kräfte des KSrpers zur Eolge. Auf diese 
kommt es aber in der Mechanik starrer Körper nicht ao, weil 
starren Körpern eine unbegrenzte Festigkeit beigelegt wird und weil 
mit dem Auftreten innerer Kräfte keine Formänderungen, keine 
sichtbaren Wirkungen verbunden sind. Anders ist es mit KOrpem oder 
Maseengrappen, welche nicht starr sind. 
Sind z. B. zwei Massenpunkte A und B, ^' ' 

deren Masse je = 1 ist, durch eine starre " — ^3 — *s* — \3 — *" 
Linie verbonden (Fig. 1) und wirken in -^ ^ 

A und B die beiden in der Eichtungslinie AB liegenden Kräfte 
TOD 2 und 5^ mit dem Sinne nach links bezw. rechts, so bringen 
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2 Erste Abthetloi^. Mechanik elastisch-feater Köiper. 

diese an der starren Massengrnppe eine sekundliche Beschlennigting 
3:2 = 1,5° hervor (l.Theil, S. 142). Daraus bestimmt sich die Spann- 
kraft S der starren Linie, denn am Punkte B muss 5 — S — 1 • 1,5, 
atn Punkte A ebenso S — 2=1- 1,5 sein. Ana beiden folgt die Zugkraft 
S = 3,5*«. Verl^ man die Kraft 2*« von 
A nach B (Pig. 2), so dass nun in B eine * 

Kraft von 3 *« wirkt. So ändert sich dadurch {_J) *^ ijy " 
in dem sichtbaren Verhalten der Massen- ^ * 

grappe nichts; die sekundl. Bescblennignng bleibt 3 : 2 = 1,5" nach 
rechts. Es wird nun aber die Zugkraft S der Verbindungsgeraden 
1,5^. Eine Verlegung der Kraft 5*e (Pig. 1) von B nadi A 
bedingt, wie man leicht erkennt, das Auftreten einer inneren 
Druckkraft ä= 1,5'« in der Verhindung^eraden. 

Sind die beiden Masseneinbeiten A und B aber nachgiebig, etwa 
durch eine elastische Feder, mit einander verbunden, die vor dem 
Auftreten der äusseren Kräfte vQllig ohne Spannkraft war, so 
wird mit dem Beginne der Wirkung der „ „ 

Äusseren Kräfte eine Verlängerong der ij-\. \/-- ^ s. 
Feder und erst in Verbindung damit das (^^^vvvv\j^ 

Anft^reten einer veränderlichen Spannkraft 

S erfolgen. Im ersten Augenblicke ist die Spannkraft noch Null; 
somit erfährt B eine sekandliche Beschleunigung = A" naeh rechts, 
A eine solche von 2 '^ nach links. Mit diesen Beschleunigungen 
gehen die Massenpunkte aus einander, und mit der Verlängerung 
der Verbindungsgeraden entsteht dann eine (meist sehr schnell) an- 
wachsende Zugkraft S in der Feder. In dem Augenblicke, wo 
S = \^ geworden ist, hat B die sekundliche Beschlennignng = 4" 
nach rechts, A eine solche von 1 " nach' links. Würde man die 
Kraft = 5 ^ von B nach A verlegen (Fig. 4), 
so erführe A zu Anfang eine sekundliche Be- j -^' -^ 
schleunignng = 3 » nach rechts, B keine Be- — \_/WW\^ 
schleunigung; A wQrde nach B hingedrängt, "^ 

so dass die Feder zosammengedrQckt und zur Äusserung einer ver- 
änderlichen, gegen beide Massenpunkte gerichteten Druckkraft ver- 
anlasst wflrde. In dem Augenblicke, wo die Druckkraft 8=1^, 
hätte B die sek. Beschleunigung = 1 ■<> nach rechts, A die sek. 
Beschleunigung = 2 " ebenfalls nach rechts; A wflrde also noch 
nach B hingedrängt. Erst wenn die Druckkraft S auf 1,5 *» 
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Nichtstarre Körper und Maaaeagrappan. 3 

aDgenachsen ist, haben beide Punkte die flbereinstimmetide Be- 
schleunigang = l,ö° wie bei starrer Verbindang. Man erkennt 
hieraas, dasa eine Verlegang der einen Kraft von B nach A in der 
Bewegmig ier Funkte eine Änderung hervorbringt, das3 also eine 
ZosammeDaetznng der beiden Kräfte, d. h. ihre Ersetzung durch eine 
einzige Kraft, nicht zulässig ist 

Es giebt auch MassengrQppen, deren Funkte einer Vergrösserang 
des Abatandes tod einander keinen Widerstand entgegensetzen. Dies 
ist z. B. annfthemd der Fall bei flflss^en Körpern. Diese lassen 
sich ohne nennenswerthen Widerstand von einander trennen. Man 
kann sieh solche Hassengrappen grobsinnlich vorstellen durch ein- 
zelne Kugeln ohne Verbindung. Jede derselben wird nur durch die 
an ihr angreifenden äusseren Kräfte beschleunigt. Gleiche Kräfte, 
an A snd B (nach Fig. 5} angebracht, be- 
wirken beschleunigte Trennung der Funkte, Fig. 0. 
aber keineswegs Gleichgewicht « (~^ (~^ . > 

Gleiche Zugkräfte, an den Enden einer j b 

biegsamen, aberundehnharen Kette angebracht 
heben sich auf, während bei einer TJtnkehning der Kräfte zu Druck- 
kräften ein Zusammenhallen der Kette zu einem Knäuel, also keinen- 
falls Gleichgewicht der ursprünglich ausgestreckten Kette, entsteht 

Dennoch sind die Lehren von der Zusammensetzung und dem 
Gleichgewichte der äusseren Kräfte an starren Körpern auch fQr 
Dicht starre Körper und Massengruppen von grosser Bedeutung, 
fveil der Satz von d'Älembert (1. Theil, S. 139) ond der Satz von 
der Bewegung des Schwerpunktes (1. Theil, S. 141) nicht allein fQr 
starre KSrper, sondern allgemein fQr jede beliebige Massengruppe 
gelten. Fflgt man also zu den äusseren Kräften [K] einer Massen- 
gmppe die Gruppe der Et^nzangskräfte [ — mp] hinzu, so genügen 
diese Kräftegruppen zusammen den Gleichgewichts - Bedingungen 
starrer EOrper. Der Schwerpunkt einer beliebigen Massengrnppe 
aber bewegt sich so, als ob die gesammte Masse in ihm zu einem 
Punkte vereinigt wäre und sämmlicbe äusseren Kräfte, parallel 
verschoben, an ihm angriffen. In den Fällen der Figuren 1 — 4 
hat der Schwerpunkt der Gruppe der beiden Masaenpnnkte über- 
einstimmend die sekundliche Beschleunigung 1,5 " nach rechts. 

Eine beliebige Massengruppe ist im Gleichgewichte, 
wenn jeder einzelne Punkt derselben ruht oder eine gleichfSrmig 
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geradlinige Bew^nsg ansföhrt, d. h. wenn an jedem einzelnen 
Massenpunkte die Beschleanigang gleich Nnll ist. Dann fallen die 
Ei^zungskräfte sämmtlicb fort, and es mfissen die äasseren 
Kräfte der Masaengrnppe allein den Gleichgewiclita- Bedingungen 
starrer KOrper genügen. Hiemach gelten die Gleich- 
gewichts-Bedingnngen starrer Körper (I. Theil, 8. 146) 
in anveränderter Weise auch fflr das Gleichgewicht 
nicht starrer Körper oder beliebiger Massengruppen. 

Die festen KOrper sind nicht starr, vielmehr erfahren sie unter 
Binwirkang Snsserer Kräfte Formänderungen, die bei gen^endem 
Anwachsen der Kräfte zur Zerstörung des Zusammenhanges führen 
können. Die Eigenschaft der festen KOrper, unter Ein- 
wirkung äusserer Kräfte eine entsprechende Form- 
änderung zn zeigen, die mit dem AnfhOren der Kräfte- 
wirknng mehr oder minder wieder verschwindet, faeisst 
Elasticitftt Aufgabe der Mechanik elastisch -fester 
KOrper ist die Ermittelung der inneren Spannungen und der 
Formänderung, welche an einem KOrper durch äussere Kräfte 
hervorgebracht werden. 

Zog- nnd Dmck-ElasticitSt Der einfachste Fall der elastischen 
Formänderung ist die Verlängerung eines geraden prismatischen Stabes 
durch eine in der Mittellinie des Stabes wirkende Zugkraft. Ist l die 
Länge des Stabes, F sein Querschnitt (beide im ungespannten Zustande 
gemessen), und wirken an den Endflächen, genau in der Mittellinie 
des Stabes, gleiche Zugkräfte K (Fig. 6), deren Grösse aber zunächst 
ganz allmählich, von Null beginnend, pjg g 

anwachsen soll, so kann man in den ^g . , k ^ 

meisten Fällen annehmen, dass sich 

die Kraft K annähernd gleichmässig über den Querschnitt F ver- 

theilt, so dass 

die auf die Flächeneinheit kommende Zugkraft ist. Diese Grösse a 
heisst die Zagspuniuig. Ihrem Auftreten entspricht eine gewisse 
Verlängerung AI des Stabes. (Das Zeichen d dient zur Bezeichnung 
kleiner Änderungen, so auch detjenigen Formänderungen, die mit der 
Anspannung der festen KOrper verbunden sind.) Solange die Spannung <s 
gewisse, von der Art des Stoffes abhängige Grenzen nicht überschreitet, 
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ElasäBch-feste Körper. 5 

kann man Verläng^rnog and Spannnng einander verhältnia- 
gleicb annehmen. In dieser Fropertionaliiät zwischen 
SpBonQQg and Formänderang besteht das Wesen der 
vollkommenen Elasticität. 

Der Qnotient -r-, das Verl&ngerang-Verhältnis, oder die anf 

die Längeneinheit kommende Yerlängemng heisst die Etehning (speci- 
fischeYeriangerang) e, and man kann jene Proportionalität schreiben: 

^' ö 

Die Grosse E ist von dem Stoffe abhängig und heisst 
ElastieitStBaab (Elasticitätsmodal). Für eine Spannnng o — 1 

wird die Debnnng e = -=- Mithin ist das Elasticitätsmafs E 

der reciproke Werth der Dehnung fQr eine Spannang 
0=1. Weil J l und l gleichartige Grossen (LängengrOssen) sind, 
so ist ihr Yerhältnis, die Dehnung e, eine unbenannte YorhältnJs- 
zahl; daher müssen a und E (in Gl. 2) ebenfalls gleichartige Grossen 
sein. D. b. E bat die Bedentang einer Spannang fBr die Flächen- 
einheit. Für o = E wird b ^^ \ nnd dl = 1. Daher kann man 
auch sagen: das Elasticitätsmafs E ist diejenige Spannung, unter 
deren Einflösse der Stab aich am seine ursprüngliche Länge, d. h. 
aaf das Doppelte seiner ursprünglichen Länge dehnen wKrde, wenn 
der Stoff bei einer solchen Dehnung noch vollkommen elastisch 
bliebe. In Wirklichkeit trifft das höchstens bei Kautschuk zu- 
andere Stoffe ertragen eine so bedeutende Dehnung bei weitem nicht 

Die Grenze der Spannung a, bis za welcher die Gleichung 2 
der vollkommen elastischen Dehnung gilt, heisst^ie Elasticitäts- 
grenze fär Zug; ihr Zahlenwerth soll mit z bezeichnet werden. 
Lässt man die Spannnng Bllmählicb wieder verschwinden, so ver- 
schwindet auch die Dehnung wieder; es tritt keine bleibende Form- 
änderang ein. 

Überschreitet die Spannung a die Elastieitätsgrenze x, so 
wächst die Formänderung schneller als die Spannnng, auch nimmt 
der Stab mit dem Yerscbwinden der Spannang nicht genau wieder 
die ursprüngliche Länge an; er hat vielmehr eine bleibende 
Verlängerung erfehren, er verhält sich nicht mehr vollkommen 
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«lastiscb. Bei weiterer Zunahme der Spannong tritt schliesslich 
ein Zerreissen des Stabes ein.. Diejenige Spannang, bei der dies 
erfolgt, heisst die Zn^estigkeit and mit mit Z bezeichnet werdea 
Kehren die Kräfte K ihre Pfeilrichtang am, so werden sie zn 
Druckkräften (Fig. 7) und ertheiten dem Stabe, falls seine Länge 
nicht bedeutend im Verhältnisse zu den Querschnitts-Abmessungen 
ist, eine gleichmSssige Druckspannung 



la) 



■ J" 



mit deren Auftreten eine VerkfirznDg ver- 
bunden ist. (Bei grosserer Länge erfolgt eine seitliche Aosbiegung 
mit verwickelteren Verhältnissen, die unter „Knickfestigkeit" (S. 59) 
behandelt werden.) Innerhalb gewisser Grenzen kann die fSr Ver- 
längerung gegebene 61. 2 auch ffir die Verkfirzung durch Druck 
benutzt werden; es ist 

.2a) T = ' = E- 

Darin ist dann Ji eioo negative Verlängerung, e eine n^ative 
Dehnung, o eine negative Spannung. (Es empfiehlt sich, in der Regel 
Druckspannungen als negative, Zugspannungen als positive Span- 
nungen zu bezeichnen.) Zug- und Druckspannungen fasst man in 
der gemeinsamen Bezeichnung Läogsspannung (Normalspannung) 
zusammen. Das Elasticitälsmafs E kann mau für Zi^ und Druck 
gleich ^oss annehmen. Der- 
jenige Spannungswerth , bis Rg- 8. 
zu welchem die Verkür- 
zung nach der Gleichung 2 a 
folgt, ist die Elasticitäts- 
grenze ffir Druck und 
werde mit d bezeichnet. Die 
Druckspannung, bei der die 
Zerstörung erfolgt, ist die 
Druckfestigkeit D. 

Trägt man die zusam- 
mengehörigen Spannungen 
und Dehnungen, wie sie sich 
bei Versuchen ergeben, als Ordinalen tind Äbscissen auf, so erhält 
man eine Schaulinie (Fig. 8), die Dehnungslinie, die fQr 
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Elastisch-feBte Körper. 7 

Schmiedeisai nngefähr die Form SCfABC hat Innerhalb des 
mittleren geraden Theiles gilt die Gleichang 2. 

Hit dem Anfbretea der Zagapanoiuigen sind neben den beBprochenen 
L&ngadehnuiigeii auch noch EiDechDürongeD (VermindenuigeD des Qaenchnittes) 
verbanden. Ebenso Bind Verkürznngen in der Längsrichtung dnrch Drnolt von 
Staacbungen (Qaersclmitts -TergrüsBernngen) begleitet. Diese Erscheinungen 
haben l<äi die erste EinMmmg in das Verhalten der elastischen Körper keine 
besondere Wichti^eit, linden aber in Eeck'e Vorträgen über Elastdcitätslehre 
gebahrende Berücksichtigung. 

Diejenige Grenze, bis zu welcher die Dehnungen mit den Spimnongen 
.vethältnis^eicb sind, wurde vorstehend Blasticitätsgrenze genannt und ingleich 
als Grenze bezeichnet, bis zn welcher bleibende FormKndemngen nicht auf- 
treten. In WiTklicblteit weicht das Verhalten der Körper von diesem ideellen 
Bilde mehr oder weniger ab, insofern jene beiden Grenzen nicht znaammen- 
fallen. Hält man sich strenger an die Wirklichkeit, so bezeichnet man zweck- 
mässig die erstere Grenze als Proportionalitätsgrenze, die zweite als 
ElMÜtntätBgrenze. Über diese Verhältnisse ist nachzulesen in C. Bach's 
Elasticität nnd Festigkeit Das genannte Buch enthält anch Mittheilnngen 
Aber den Einflt^s der Zeit auf die Fonnändemng und das Verschwinden der- 
selben, über die b. g. elastische Nachwirkung, auf welche wir hier auch 
nicht eingehen wollen. 

Was die Mafseinheiten anlangt, so behalten wir för die 
Kräfte das Kilogramm bei, wie im ersten Theile. Als Längen- 
einheit ben&tzen wir in der Mechanik der elastischen Körper zweck- 
mässig nicht das Meter, weil Elasticitäts- und Festigkeitagrenzen fOr 
das Quadratmeter unbequem grosse Zahlen ergeben. Vielmehr wählen 
wir das Centimeter zur Einheit. Im Maschinenbau wird auch 
vielfach nach Millimetern gerechnet. Umrechnungen von Centimetem 
auf Millimeter oder auf Meter sind so einfach, dass es nur geringer 
Aufmerksamkeit bedarf, sich in dieser Beziehung vor Fehlem zu 
schätzen. Freilich muss man sich zur Begel machen, in einem 
gegebenen Falle sämmtliche Mafse, also neben den Quer- 
schnitten besonders auch die Längen, durch dieselbe 
I^inheit auszudrficken. In dieser Beziehung nwcheu Anfänger 
hänfig Fehler. Als Spannung hat eine Zahl nur Bedeutung, wenn 
die zugehörige Kraft- und Flächeneinheit bekannt sind. Eine 
Spannung von 700^/,™ {d.h. 700'» für das Quadratcentimeter) 
ist gleichbedeutend mit 7 ^B/qm». mit 7000000 *«/,„. 

Die freie Luft übt auf die von ihr berührten KOrper einen 
Druck aus, welcher auf 1 1" in der Höhe des Meeresspiegels etwa 
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10333^, auf M™ mithin, etwa 1,0333^ beträgt Da der Loft- 
drack mit znnehmender HChe kleiner wird, so ist ancfa leicht eine 
Höhe zu finden (etwa 264 '^ Aber dem Meere), in welcher der Luft- 
druck im Mittel 1 ^/^cm beträgt, und man hat es zweckmässig 
gefunden, diesen Druck als Atmosphäre (l**) im Maschinenwesen 
allgemein einznfohren. Der Kürze wegen wollen wir auch die Span- 
nnngseinheit (1 ^/qcm) ^^ Atmosphäre bezeichnen, also die Werthe 
a, z, d, Z, D und £ in Atmosphären mit der Bedeutung Kilo- 
gramme fär 1 1'" ausdrücken. 

Die für eine Stoffgattung geltenden Klasticitäts- und Festig- 
keitszahlen E, z, d, Z und D sind natürlich je nach der Güte des 
gerade vorliegenden Körpers schwankend. In folgender Tabelle 
geben wir einige Mittelwerthe für die in des Beispielen vor- 
kommenden Fälle. 



ElasticitSta- 


nBd FesUgkeitszahlen in >* 






Elasti 
Zug 


citäts- 

Drack 
d 


PeBti 


gkeit 

Druck 
D 


ElastdcitSts- 
mars 
E 


GnEseiseii 

SUbeiMn 

Stahl 


600 
1600 
3000 
4500 
250 
340 
30 


1600 
1600 

3000 
4500 
170 
1450 


1300 
3500 
5000 
7000 
800 
340 
30 


7000 
3500 
6000 
8000 
500 
1450 


1 000 000 

2 000 000 


GnsMtohl 

Höh 

Glas 

EantBchok 


2 300 000 

130 000 

1 000 000 

10 



Bei Glas fallen Elasticitäts- nnd Festigkeitsgrenzen zusammen, 
d. h. Glas bleibt bis zar ZeretOning vollkommen elastisch. Bekannt- 
lich kommen ja auch beim Glase bleibende Formänderungen, z. B. 
Verbieguogen, nicht vor. 

Die Kräfte, welche auf einen Körper oder einen Theil des- 
selben wirken, unterscheidet man in Hassenkräfte und Fl&chenki^fte. 
Unter ersteren verteht man solche, die unmittelbar auf die Massen- 
theilchen übertragen werden and auch der Masse verhältnisgleich 
sind; dazu gehören die Schwerkräfte, auch magnetische nnd elektrische 
Kräfte, sowie die Ergänzungskräf to ( — mp, — mrta^). Die Flächen- 
kräfte werden durch unmittelbare Berflhtnng mitteb der Flächen 
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1. Allgemdnes. 



flbertnigen und sind von der Form: Plichengrösse mal Kraft fftr 
äiS Flächeneinheit. Za diesen gehören namentlich die inneren 
Kräfte fester und flüssiger KOrper. 



1. Grleichgewicht elastisch-fester Körper. 



I. Allgemeines. 

Ein elastisch -fester Ejtrper ist im Gleichgewichte, wenn seine 
s&mmtlichen Pnnkte sich im Gleichgewichte befinden, und dies yot- 
langt, wie bei starrren KOrpern, dass der Eürper entweder ruht 
oder eine gleichförmige geradlinige Verschiebung ausfahrt; aach 
darf der Körper keine Formänderungen mehr erfahren, vielmehr 
muss die den inneren Spanonngen entsprechende Form bereits vor- 
banden sein. 

Liegt ein solcher Gleichgewichtszustand vor, so ist die Be- 
dingung daiHr nach S. 4, dass die äusseren Kräfte des Körpers 
den Gleichgewicbtsgleicbnngen fQr starre Körper genügen müssen. 
Diese Gleichgewichts - Bedingungen werden auch zur Ermittelung 
der inneren Spannkräfte benutzt , indem man durch den 
Körper einen Schnitt IQbrt und für einen der erhaltenen Ab- 
schnitte die Gleichgewichts-Bedingnngen antstellt. Denn es mnsa 
ja, wenn der ganze Körper sich im Gleichgewichte befindet, auch 
Jeder Theil desselben im Gleichgewichte sein. Bei dieser ünter- 
sachung muss man an der Schnittstelle den vorherigen Zusammen- 
hang durch Spannkräfte ersetzen. Diese Spannkräfte, die für den 
nnzertrennten Körper innere Kräfte bedeuteten, gelten für die 
Betrachtung eines Abschnittes als äussere Kräfte und sind in den 
Gleichgewichts-GlMcfaungen mit aufznJMren. 

Das Gleichgewicht ist nur möglich, wenn der Körper durch 
die äusseren Kräfte nicht zerstört wird, d. b. wenn die Spannung 
an keiner Stelle die Grenze der Festigkeit erreicht. Soll ein 
Körper aber dauernd im Gleichgewichte bleiben, so darf seine Span- 
nong die Elasticitätsgrenze keinenfalls Überschreiten. Es würden 
sonst bleibende Formänderungen entstehen, die gewöhnlich nicht 
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znlSasig sind. In den meisten FUlen der Änwendang ist die Be- 
lastung eines EOrpers tnebr oder weniger veränderlich. Die 
Erfahrung lehrt, dass, wenn ein EOrper häufig über die Elsstici- 
tfttaffrenze hinaas belastet wird, die Forraänderongen allroähtich 
wachsen nnd endlich zur ZerstSrang ffihren. 

Bei der Berechnung der zolässigen Belastung eines Eflrpers 
oder der erforderlichen Abmessungen bei gegebener Belastung darf 
man aber noch nicht einmal die Spannung an der Elasticitätsgrenze 
zu Grande l^en, sondern muss als zulässige Spannung einen 
kleineren Werth einfQhren, der meist nur aus der Erfohning ge- 
wonnen werden kann. Einerseits sind nämlich die Stoffe der EOrper 
4er Abnatzung, dem Kosten, der Fäulnis u.dgl, unterworfen nnd 
erleiden deshalb Einbusse an ihrer Festigkeit Sodann aber sind 
die Theile eines Bauwerkes oder einer Maschine häufig Ersch&t- 
temngen und Stössen angesetzt, welche Schwingungen der elastisch«i 
EJirper r.ur Folge haben. Derartige Schwingungsbewegungen sind 
nun stets ungleichförmig, bedeuten daher Abweichnngen TOm Gleicb- 
gewichteznstande. Viele Maschinentheile fDhren auch planmässig 
beschleunigte Bewegungen ans. Die Spannnngen, die in solchen 
Eörpern wirklich auftreten, lassen sich häufig nur sehr schwer 
ermitteln. Man fQhrt daher eine Berechnung nnter Aniiahme des 
Gleichgewichts (eine statische Berechnung) aus, welche die Span- 
nungen kleiner angiebt , als sie wirklieh sind , welche also bei 
Zugrundelegong der Elasticitätsgrenze als zulässiger Spannung zu 
geringe Querschnitts -Abmessungen liefern' würde. Den auf diese 
Weise entstehenden Fehler kann man dadurch wieder ausgleichen, 
dass man als die in die Rechnung einzuführende Spannung a nicht 
die Elasticitätsgrenze, sondern nur den nten Theil derselben anninlmt. 
Die Zahl n nennt man dann die Sicherheit gegen Überschreitung 
der Elasticitätsgrenze. Wäre die anf solche nfach kleinere Spannung 
gegründete Rechnung richtig, so würde tbatsächlich nur V„ der 
Spannung an der Elasticitätsgrenze erreicht werden. In Wirklich- r 
keit aber bezeichnet die Zahl Vn nur den Grad der Genauigkeit 
der RecbnungsgrundlE^en für eine Gruppe von Fällen. Die Zahl n 
ist durch die Erfahrung an die Hand gegeben und beträgt je nach 
der Art des Bau- oder Maschinentheiles 1,8, 2, 2,6, 3, 4 u. dgl. 
Rechnet man mit diesen Sicherheitsverhältnissen, so kann man 
annehmen, dass die wirkliche Spannung im ungünstigsten Falle 
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bis nahe an die Elasticitätagreoze herantreten wird. Je genauer 
man einen Fall zu berechnen vemiag, desto mehr kann sich die 
Zahl n der Einheit nähern. So pflegt man für Banverbände aus 
Stabeiaw, dessen Spannung an der Elasticitätsgrenze etwa 1600*^ 
beträgt, 700 bis lOOÖ*' als zulässige Spannung a einzufübren, 
indem man annimmt, dass die wahren Spannnngeo 1,6 bis 3,3 Mal 
so gross ausfallen werden, wie die durch statische Berechnung ge- 
fundenen. In der Wahl dieser kleinen Spannung a liegt also keines- 
wegs eine flbermässige Ängstlichkeit, die als Verschwendung getadelt 
werden konnte, sondern eine durch die Erfahrung als notbwendig 
erkannte, gebotene Vorsicht, wenn man dem fraglichen Bauwerk 
ehien langjährigen Bestand sichern will. 

Wie gross die zulässige Sp^nung bei den verschiedenen Bau- 
and Maschinentheilen und den entsprechenden Stoffen gewählt werden 
darf, gehört weniger in den Bahmen der Mechanik, als in den der 
Lehre von den Banverbänden und Maschinentbeilen. 

Beispiel I: Eise Stange »qb StabeUen von 2» Länge und 3™> X 10™ 
^ 20 vn Qaersclinitt ktuin bei a = 700 »' zulässiger Spannung eine Zugkraft 
von 30 ■ 700 ^ 14000 ^E anfiielunen. Die entsprechende Dehnung beträgt 
» = 700:2000000 = 7:20000 = 0,001111. Will mau die Verlängerung Jlin ™ 
haben, «> drücke man die Länge l in CentimeterD =^ 200 om aus, um in erhalten 

J( = I . , = 200 ■ O,«»»! = 0,07 "ni. 
Bis mr Elasticitätsgrenze würde der Stab durch eine Zngtraft ir=20'1600 
^32000*1 gespannt werden mit einet Vertfingening Jl = 0,in - '«/i ^ Oi"™"- 
Znm Zetteissen wflrde eine Kraft von 30 ■ 3500 ^ 70 000 *b erforderlich sein. 

Beispiel S: Eine orsprfinglich sputnnngslose runde Eisenstange von 2 ™i 
Durchmesser wird an den Enden featgehftlten und sodann um 20" C. abgekühlt. 
Wäre die Stange frei, so würde sie bei einer Ansdehnnngaziffer von V»om» 
£ 1' C. eine verhältnismässige Vettürzong = 20:80000 = 1:4000 erfahren; 
Diese wird dnrch eine gleiche elastische Dehnung ■^=1:4000 in Folge der 
Befestigung aufgehoben. Daraas entsteht eine Spannung 
ff=J?e = 2000000: 4000 = 500»» 
nnd eine Spannkraft Ä'=<rf =500- !r = 1570kg. 

2. Zugfestigkeit hängender Stangen. Drucitfestigkeit 
stehender Säulen. 

Bei lothrecfat hängenden, oben befestigten Stangen wird die 
Spuinung a vom Eigengewichte beeinflusst. Wirkt an der Stange 
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(F^. d) von Qberall gleichem Qaerschnitt F unten eine Zagkraft K, 

so wird die Stange erst im Gleichgevrichte sein ktJnnen, nachdem 

eine gewisse Verlängerung stattgefanden hat, die für 

die Itechnang aber ohne Wichtigkeit ist. Durch- pj ^ 

schneidet man die'Stüige in dem Abstände x vom 

unteren Ende und bringt an der Schnittstelle die 

Spannkraft oF an, so müssen K, aF and das 

Gewicht G des' unteren ^StangAatheiles im Gleich- \^ 

gewicht sein. Ist y die Dichte des Stoffes, so '*' 

wird Ö = yFx, mithin 

0^*= K ■\- yFx, oder 



1) 



a = ^ + yx. 



'T 



l 



Die stftrkste Spannung findet sich am oberen Ende zu 

2) '^, = ~ + yi- 

Die Verlängenmg kann, neil die Spannung o reränderlicb, 
darch Integration oder Flächeaberecbnung gefunden werden. Ad 
der beliebigen Schnittstelle beträgt die Dehnung e = a% E, daher 
die elastische Verlängening des Theites dx: 



und die Verlängerung der ganzen Stange 



8) 



EF ^ 2E 



E\F^ 2/ 

Bei massigen Längen kann das zweite Glied vernachlässigt werden. 
Beispiel: Äs einem Be^werks-Gestbige von I = 200 »1 = 20 000 «■ Lfioge 
(Stabeiseo) wirke noten eine Zutraft £"=40000 '■f. Wegen der Bewegung 
des Gestinges mSge die zulässige Spannung nnr ai = 400 ■> betragen dürfen. 
Es soll der erforderliche Querschnitt F berechnet werden. Wenn 1 ^^ Stab- 
eben 7800^ wiegt, so ist fllr ' Centimfeter r = 7800: 100' = 0,i»ti ro setzen. 
Es wird nach Gleichung 3 

400f=40000 + 0,(m9-20000J', also 
40Q0Q ^^e^,„, 
400 — 156 
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2. Zugfestigkeit hängender Stangen. 
Die Vetläogerung betri^ (Gleichung 3) 



AI-. 



40000-20000 



+ ^ 



1-20000» 



2000000- löi^ 2.2000000 
Am unteren Ende beträgt die Spannvng nur 
40000 



'r, = -= = - 
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Die Festigkeit wird daher nur ungleichmäSBig ansgenutzt. 

Soll die Festigkeit eines QestSnges völlig ausgenu^ werden, 
so rnnss der Qnersdinitt nach oben hin zanehmen. Das Gesetz fflr 
die Teränderlichkeit des Querschnittes eines öe- 
st&nges überall gleicher Sicherheit Bndet ^j ^^ 
man nach Fig. 10. Am unteren Ende wirke eine 
Kraft K; diese verlangt bei einer überall gleichen 
Spannnng o einen Querschnitt ^"0 = ^:0. In der 
Höhe x sei der Querschnitt F, mithin die Spann- 
kraft oF. Für das Stock von der Länge x gilt 
dann die Gleichgewichts-Bedingung 
0^=0 + ^:. 

Hierin ist <? unbekannt Die Angabe wird 
aber lOsbar, wenn man obige Gleichung anf beiden 
Seiten nach x differentiirt. a und K sind unveränderlich; F ändert 
sich um dF, O um dG, u. zw, ist <£<> das Gewicht eines Längen- 
tbeilchens an der Schnittstelle, d.h. dG = yFdx. Mithin wird 

adF = yFdx. 
Behufs der Integration dieser Gleichung muss man die T^änder- 
lichen trennen, d. h. dF und F auf der linken Seite vereinigen, 
dF 
F 



während dx auf der rechten bleibt. 

l P = -3! + 0. Für « = muss JP= Fq sein, mithin Xog Fq = 0. 
Durch Abziehen folgt: 



(I) 



und 
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14 Erste Äbtheilung. A. Gleichgewicht elaetisch-fester ESrper. 

Nimmt man tod beiden Seiten die Briggischen Logarithmen, 
BO wird 
5) logT=- = log«- ^a! = 0,434^ iT. 

J'fl ö o 

Wegen der Gleichheit der Spannung ist anch die Dehnong 
flberall dieselbe, daher die Verlagerung einfach Al = la:E. 

Beiipiel 1: Für dasselbe Gestänge, das S. 13 behandelt wnrde, wird 
Ji = 100«™. Es ist ^:<r=0,0OTi:400 = 0,oe«iii»i, wof&t wir nmd 0,»oom 
eetien. Püx 



ir= 5000 ™ 


wird logy = 0, 


«.-0,1 




fftr «=10000'- 


wirdlog~ = 


mO,. 




fUr «= 15000 «m 


wirdlog^ = 


Mf0,3 




fllr ««20000 "» 


wird log J = 


m.0,4 












^' 'IZ 


400 _ 


4 



3000000 

Leicht ergiebt eich hiemach auch das Gewicht des Gestänges, weil die 
Spannkraft an dem oberen Querschnitte von 149 9™» den Wcrth 400-149 
= 59 600 kg hat, was = ö + 40 000 ^B sein diubb. Daher wird das Gewicht 

= 19600 1«, während das Gestänge aberall gleichen Querschnitts (3. 13) 

164-0,M7( 20000=255841« wiegt 
Alles für die Zugfestigkeit Gesagte gilt sinngemäss auch iür 
die DmckfestigkeiL 

B«ispi«l 2: Wie hoch darf ein prismatischer Steinpfeiler werden, wenn 

1 cbm 2000^ wiegt und die Spannung nicht über 30 «t betragen soll? Ist die 
Hübe I <™, die Grundfläche F in 1=™ ausgedröckt, so wird mit ;- = O,«« för 
] com das Geeammtge wicht 

G ^j-Fx = 0,iMi ■ Fx 
imd die ebenso grosse Spannkraft an der Grundfläche K=2ii F, mithin wird, 
unabhängig von der Grösse der Grundfläche F, 

x= 10000 0""= 100 ■». 
Die GrandMche muss so gross gemacht werden, dass die Gefahr einer seit- 
lichen Ausbiegung nicht entsteht. Der hierdurch bedingt« Querschnitt hängt 
aber von manchen Umständen ab, die sich nicht sämmtlich rechnungsmässig 
verfolgen lassen. 
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3. Schub- oder Scherfestigkeit 



3. Schub- oder Scherfestigkeit 

Ist ein Körper fest eingespannt and wird auf den rorspringenden 
Theil (Zapfen) mittels eineis scherblattartigen K^irpers eine Kraft K 
ausgeabt (Fig. 10), so bat diese das Bestreben, den vor- 
springenden Zapfen von dem linksseitigen Tbeile des ^^- '"■ 
Körpers im Sinne der Kraft abzuscbieben oder abzu- 
scheren. Der Widerstand gegen Abschemng ist an- 
n&bemd mit der abzuscherenden Fläche F proportional und 
bei Eisen 0,6 bis 0,8 Mal so gross wie der gegen Zerreissen 
oder gegen ZerdrQcken, wenn man von diesen Wider- 
ständen den kleineren einführt Dem entsprechend nimmt 
man aach die zulässige Belastung = 0,6 bis 0,8 von ( 
Zag- oder Drockbelastnng; bei Holx längs der Fasern nnr '/b 1 

Wirkt die Kraft nicht dicht an der Änhaftungsöäche, 
sondern in einem geringen Abstände l davon, so ist mit den 
Schubspannungen, die wir fQr die Flächeneinheit mit t 
(tangential wirkend) bezeichheii wollen, eine Formänderung verbun- 
den, welche darin besteht, dass die zur AnhaftungsSäche ursprünglich 
rechtwinkligen Geraden sieh um den Winkel ;' schief- 
winklig stellen (Fig. 12), so dass das Bechteck ABCD ^ig. 12. 
in das Ehomboid ASiCyD flbergeht. Dieser Winkel/ 
heisst die Gleitung, indem man sich vorstellt, dass 
die einzelnen Qaerscbichten \\AD an einander ent- 
lang gleiten. Die Gleitung ;' bat eine ähnliche Be- 
dentang wie die Dehnung e bei der Wirkung von 
Zug und Druckspannungen. 'V^ie £ = : £, so ist 

1) y = T:G, 

also auch verhältnisgleich mit der Spannung t. Ö ist wie E eine 
von dem Stoff abhängige GrfSsse, die auch mit E iu einfacher 
Beziehung steht; es ist nämlich für isotrope Körper etwa 

G = (i,A E 
anzunehmen, u. zw. heisst G das Gleitmab oder der Gleitmodul. 
Die Beziehungen zwischen Schnbspannungen und Längsspannungen 
nebst den entsprechenden Formänderungen werden eingehender be- 
handelt in Keck, Vorträge aber Elasticitätslebre. 
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16 Ente AbtheilnDg. A. Gleichgewicht elastiach-feater ESrper. 

Die Scherfestigkeit kommt besonders bei den Nietrerbindungen 
in Frage. Will man zwei Stäbe, in denen Längsiugkräfte K wirken 
sollen, in der einfachsten Weise darch Niete verbinden, so versieht 
man jeden Stab mit einem cjlindrischen Loche, legt sie so auf 
einander, dass die Locher znaammenMlen and zieht einen Nietbolzen 
vom Dorchmesser d hin- 
dorcli (Fig. 13). Sollte ^- '^' 

nun die Vemietang durch | ^ j ^ \ -^^ 

Wirkung der Kräfte K zer- "^ ^Mp 

stOrt werden, so müsste die 

in der Bernhrungsebene der Stäbe liegende Querschnittsiläche ah von 

der GrSsse J^= ^id^a abgeschert werden. Man kann daher setzen: 

K=tF= r.^. 
4 

Die Schubspannnngen vertheilen sich nicht gleichmässig Ober die 
Abschernngsfläche; t ist also nur eine mittlere Schubspannung. 
Die Erfahrung lehrt aber, diisa man bei Nieten r = 0,8 rr setzen 
darf, wenn a die kleinere der zulässigen Längsspannungen bedeutet 
Ist für Stabeisen ö=700**, so kann r= 560'' gesetzt werden. 
(£^ 2™; T= 560" giebt K= 1759,3'«. 

Sollen die zn verbindenden Stäbe in gleicher Flucht li^en, 
so l^t man auf beide eine sog. Lasche und verbindet diese mit 
beiden Stäben (Fig. 14). 
Die beiden Niete liefern ^'^- l*- 

aber keine grössere Festig- F' t T' ' " 1 ^ I 

keit als das eine Niet in "j^^ — ■ "jt^J^ I "i^ l. — hf" 
Fig. 13. Jeder Nietbotzen 

hat die Kraft K för sich allein aufzunehmen. Günstiger ist der Fall, 
wenn man die zu verbindenden Stäbe beiderseits mit Laschen ver- 
sieht, sog. doppelte Verlaschung anwendet (Fig. lÄ). In diesem 
Falle widersteht jedes 

Niet gleichzeitig mit ^8- '5- 

der Scherfestigkeit 
zweier Querschnitte ; ' k ' — 
z. B, ab und cd. 
Denn um den linksseitigen Stab aus der Verlaschang herauszureissen, 
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4. BiegongsfmÜgkeib a) OnmdgleicIiaiigeiL 17 

moBs das linksseitige Niet an beiden Berflhnmgsäftchen zwischen 
dem Stabe und den Ladchen abgeschert werden; bei einer solchen 
ZerstOmDg wärde dann der mittlere Theil des Nietbolzens in dem 
heraosgerissenen Stabe, seine äasseren Tbeile in den Laseben ver- 
bleiben. Ein solcher Nietbolzen, der mit der Festigkeit zweier 
Qaerschnittsäächen widersteht, heisst ein zwei- 
schnittiges Niet. Für Fig. 15 gilt also die Rg. le. 
GMeichnng 

^= 2.T. 'Ad'^. 

Die Scherfestigkeit kommt auch in Fr^e 
bei dem Kraftanfwande znm Durchstossen, Dnrch- 
lochen oder Dnrcfapnnzen eines Stabes oder einer 
Platte, behii& Herstellung (Stanzen) yon Niet- 
ISchem. Es wird dann dnrch Maschinenkraft der 
Stahlstempel S (Fig. 16) niedergedrflekt, so dass 
er den cylindrischen Körper ahcd ans dem Stabe 
oder der Platte heransdrängt Ist die Längsfestigkeit der Platte 
Z=^ I> = 3500 •*, so ist die Scheerfestigkeit 0,8 . 3500 = 2800''. 
Um ein Loch von d = 2 ™ Durchmesser durch die A = 2 •" dicke 
Platte za drücken, ist, weil die cylindrische Irennnngsfläcbe 
d}fh=^ 2-jr.2, die Kraft 

ir = 4jr. 2800 = 35186^ erforderlich. 

Genaae» UnteiBachnngeu ze^en, da£s bei dem Wideratande der Niete 
wie auch beim Stanien von Löchern noch verwickeitere SpannnngsvorgSnga 
aTiftieten, auf die hier nicht eingegiugeii werden kann. 

4. Biegungsfestigkeit 
a) Grandgleiehnngen. 

Ein Stab sei an dem einen (linken) Ende (Vig. 17) in einer 
Wand oder dergl. unwandelbar befestigt 
(eingespannt); am äusseren Ende wirke 
eine Kraft K, welche die Längenachse 
des Stabes (d. h. die Verbindnngsgrade 
der Schwerpunkte der Querschnitte) 
rechtwinklig schneidet. Die durch K 
und die Längenachse bestimmte Ebene 
sei fllr den Stab oder Balken eine Symmetrie- Ebene. 

Kack, HMiluiDSk. O. 
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Erst« Äbtheilang. ' A. Gleichgewicht 



fester Körper. 



Fig. 18. 




, : Die Erfahrung lehrt, dass der Stab unter der Last K sich 
biegt; zvei ursprünglich parallele Querschnitte CD und EF im 
Abstände dx von einander, verdrehen 
sieh gegen einander und schneiden sich' 
in der Achse rechtwinklig . zur 
Bildebene (Fig. 16). Die oberen 
Schichten des Stabes haben sich ver- 
längert, die unteren sich verkfirat. 
Dazwischen befindet sich eine Schicht 
AB, die keine Längenänderung erlitten 
hat, die sog. neutrale Schicht. 
Es wird vorausgesetzt, dass die Qaer- 
sehnitte CD und ^'_F eben und recht- 
winklig zur neutralen Schicht geblieben 
sind. Die einzelnen Schichten er- 
fahren im Zusammenhange mit den 
Längenändemngen Zug- und Dnick- 
spwmungen, die innerhalb der Elasti- 

citätsgrenze den Dehnungen verhSltnisgleich sind. Zeichnet man das 
Längentheilchen ODFE des Stabes besonders heraus (Fig. 19). und 
legt durch N eine Ebene JK |) CD, 
so stellen die Eeile zwischen EF und 
JK die Längenänderungen der einzelnen 
Schiebten de; Stabtheilchens dar. Da 
nun die Schichten ursprünglich die 
übereinstimmende Länge GN = dw 
hatten, so sind die Dehnungen, also 
auch die Spannungen der einzelnen 
Schichten, verhältnisgleich dem Ab- 
stände u derselbän von der neutralen 
Schicht Ist daher die Spannung 
im Abstände u, 0' die Spannung der 
^ssersten Schicht im Absbande e' von 
der neutralen, so gilt 



Fig. 19. 



1) 




ö' 



Zugleich ist wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke JFN und ÖJVO 
JF:GN=JN:GO. 
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4. Biegongsfestigkett a) Gnmdgleichnngen. 



JF : Ö iV ist aber (= JFi DT) die Dehnnng ö' : E der obersten 
Schicht. Setzt man ÖO ~ q, so. wird 



2) 



= e' IQ oder 



Durch 61. 1 sind die Spannungen an den verschiedenen Stellen 
eines Qaerschnitts auf diejenige am oberen Bande znrückgefQhrt; 
«3 kotnmt nnn darauf an, o' aus der gegebenen Kraft K zu er-r 
mittein. Dazu dienen die Gleicbgenichts-Pedingungen. Betrachtet 
man das Stück rechts YOm Schnitt EF in Fig. 18, so mnas dieses 
den Gleicfagewichts-BediDguDgen genügen, wobei angenommen wird, 
das3 die Kraft K ibre ursprüngliche (l'>threchte) Richtung bei- 
behält und im Punkte B angreift (Fig. 20). Da 
man die Form des gebogenen Balkens nicht kennt, 
so ist auch die Richtung der am Schnitt EF auf- 
tretenden Spannkräfte unbekannt. Weil aber in 
den meisten Fällen der Wirklicbkeit die innerhalb 
der Elasticitätsgrenze liegende Biegung nur gering 
sein wird, so yemacfalässigen wir die Formänderung 
bei der Aufstellung der Gleichgewichts-Bedingungen 
and nehmen die L^e und Sichtung der einzelnen Kräfte so, wie 
sie am nngebogenen Balken sich ergeben würde. In Fig. 21 stellt 
also der linke Theil das Stück des Balkens oder Stabes dar, 
welches im Gleichge- 
wichte sein soll. Der ^' ^'■ 
rechte Theil ist der Q'*^ 
Querschnitt 

Nehmen wir ans 
dem Querschnitt im Ab- 
stände w von der neu- 
tralen Schiebt WiVeinen 
Flächenstreifen dJ'her- 
aus, so erfährt dieser, 
weil an ihm durchweg die Spannung o auftritt, eine Spannkraft 
c'dF. Derartige Spannkräfte kommen über die ganze Qner- 
schnittshDbe vor, sind oben Zug-, unten Druckkräfte, und ihre 
Summe muss nach der Gleichung der wagerechten Kräfte Null sein. 
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30 Erste Abthdlniig. A. 6Aeichgewlcht elastücb-fester Edrper. 

Also J'ödJ' ■= 0. Weil nun nach Gleichung 1, S. 18, ö ■= « ■ 
a' xmä e' aber von u nicht abhängig ränd, so ei^bt sich 



^('d/' w=.0, 



also SdFu=~Q. 



Dies bedeutet (1. Theil, S. 126), dass die O^ade NN im Quer- 
schnitt, TOD welcher aus die Abstände u gemessen sind, durch den 
Schwerpunkt der Qnerschnittsfigar gehen muss. Die Gerade NN, 
in welcher die neutrale Schicht einen Qaerscfanitt schneidet, heisst 
die neatrale Achse oder die Spannungs-Nuillinie (weil an ihr die 
Spannong i7=0) oder kürzer die NnlUinie des Querschnitts. 
Die Gleichung der wagerechten Kräfte bedingt also, dass die 
Nulllinie durch den Schwerpunkt des Querschnitts 
geht Die Mittellinie des Stabes liegt also in der neutralen 
Schicht desselben. 

Die Gleichung der lothrediten Kräfte ist aber in Fig. 21 erst 
erfüllt, wenn die Kraft K durch eine gleiche, aufw&rta gerichtete 
Kraft aufgehoben wird. Die Kraft K hat ausser der Biegung des 
Balkens anch das Bestreben, das al^eschnittene Stück längs des 
Schnittes nach unten gleiten zu lassen; dem setzt sieb an der 
Querschnittsfläche ein Schubwiderstand, eine sog. innere Querkrafb 
^= K, entgegen. Die aus Q sich ei^ebenden Schobspannungen 
siod in den einfacheren Fällen, wie sie in diesem Buche nur be- 
handelt werden sollen, unbedeutend, weshalb wir uns um diese 
Qaerkraft Q hier nicht weiter kämmern werden. In Keck, 
Vorträge Aber Elasticitätslehre und über Graphische Statik findet 
man die näheren Untersuchungen über die Vertheilung der QaerkrafL 

Von der Nothirendi^eit der Qnerkraft Q^K kann man Bich auch noch, 
mittels det Fig. S2 aberzeogen. 

Fahrt man in Abstände x vom ^S- ^^• 

freien Ende einen Scbnitt nnd rttckt ra 

den Abschnitt von dei Lfinge x ein viaimam^ 

wenig nach rechts, so tami man die j 

gesammte Zugkraft oberhtlb der NoU- 

linio nnd die gesammte Dmckkraft L____„_^__ 

unterhalb derselben durch die Spann- SKI^ 

krfifte 8 zweier wagerechten Gelenk- ^ 

Stangen ersetzen. fOerdorch sind aber 

die beiden Abschnitte noch nicht steif mit einander vetbnnden; die Gelenk- 

stangen Terhindem nur eine Drehung des rechtsseit^en Tbeiles, nicht aber 



oyCoOt^lc 



4. BiegnngsfeBtigkoL a) GmndgldalmiigeiL 21 

«iiM PftrsllelversehiebDDg nach nnttin; hienn ist noch eine n&ch oben gerichtet« 
Qaetkraft Q = JC erforderlich. 

In der GleicboQg der Momente in Bezog &af die Nnlllinie Nif 
<Fig. 21) haben wir dann Ka: als flnsseres Moment; die innere 
Spannkraft cdF eines Qnerscbnitts-Theilchens hat den Hebelarm u, 
daher mnss — Kx—SodFu oder nach Q\. 1, S. 18, 

^\dFu^ = K.V Bein. 

Die linke Seite dieser Gleichnng ist die Momentensnmme der 
an einem Qaerschnitt aaftretenden inneren Spannkräfte oder das 
innere Widerstandsmoment, während die rechte Seite das Moment 
der äusseren biegenden Kraft in Bezug anf die Nnlllinie des Qaer- 
schnitts ist. Dieses heisst das Biegnngsmoment und wird 
mit Wt bezeichnet. J^^^^ bedeutet nach Theil 1, S. 267 und 273 
das geometrische Trägheitsmoment des Querschnitts 
in Bezug auf die Nnlllinie. Die Momen%Ieichnng nimmt dann 
die Form an: 

3) -^ j = an . 

Die durch die Richtungslinie der Kraft K and die Mittellinie 
des Stabes bestimmte Ebene, welche der Yoranssetzung zufolge eine 
Symmetrie-Ebene des Stabes sein soll, heisst die Biegungsebene, 
veil die Mittellinie des Stabes auch nach der Biegung in ihr ver- 
bleibt Die Nulllinie steht anf der Bi^an^bene rechtwinklig. 

Treten in der Biegnngsebene mebrwe, zur Mittellinie des Stabes 
rechtwinklige Kräfte zugleich anf (Fig. 23), so ändert sich da- 
dnrch niehte wesentliches. An irgend — .., 

einer Schnittstelle CI> vertheilen sich - . 

die Zag- nnd Druckspannungen wie- ^^J I i?e_.j^__J 
demm nach dem Gesetze der Gl. 1 ^ i 

{S. 18), so dass die linke Seite der 



^ 



Die Querkrall Q, an der Schnittstelle wird nunmehr entgegengesetzt 
der algebraischen Summe der rechts vom Schnitte liegenden 
ftnaseren Kräfte: 
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22 Erste Abtheilnng. A. Gleichgewicht elastiacli-featei Körper. 

Das Bi^ungsmoment aber wird SR =■ Kx — K^oe^ + K/ix^. 
Das Biegnngsmo Dient ätt ist die Momentflnsamme der 
am abgeschnittenen StQcke des Stabes wirkenden 
SusBeren Kräfte in Bezog anf die Nulllinie . dee 
Schnittes. 

Nennt man die stärkste Drnckspannnng am unteren Bande 6^' 
nnd den Abstand von der Nnltlinie e", so ist wegen der Ql. 1 (S. 18) 



ö' 



4) 

mithin kann ancb geschrieben werden nach Ql. 3 

Die linke Seite der QL 3: — r/, das sog. Spannnngsmoment, 

enthält einen physikalischen Faktor C, während äer andere Faktor 
J: e' nnr von der Form nnd Grfisse des Querschnitts abhängt Diesen 

Faktor — ; = 38' nennt man knrz das Widerstandsmoment des 

e 

Qaersebnitts, n. zw. fQr.die Zngapannnng a', während -;;, eben8<> 

das Widerstandsmoment SB" des Querschnitts für die Dmckepannong 
o" ist. IndenmeiatenFäHender Anwendung li^derSchwerpnnktdes 
Querschnitts nnd damit die Nulllinie in halber HChe; dann ist e' = e", 
wofür wir dann einfach« setzen, ebenso SB' = 9B" = 9B. Es werden 
dann die Bandspannnn^n a' » a" (woffir wir er schreiben), und man bat 
_ , _ Biegnngsmoment äW 

. Widerstandsmoment SB " 
b) WidcFstandsmoment« vcTscbiedencr Qaersehnitte. 
FOr viele F^le, namentlich Iflr Holzbalken ist der rechteckige 
Querschnitt (Fig. 2i) angezeigt Bei diesem liegt die Nnlllinie iti 
der Mitte; das TrSglieitsmoment ist (nach Theil 1, p. ^a 

S. 273) J = —^ — ~; mithin ist, wegen e = '/sA, 

das Widerstandsmoment des Rechtecks 

J Fh dh^ 

6) s = - = -g- = -g-.. 

Da nun der Aufwand an Stoff durch den Querschnitt F bedingt 
wird, so sind die Widerstandsmomente von Bechtecken gleichen Inhalts 



__.__4 
li 
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4 b. WiderBtAndamoment« verecfaiedener Qaerschiiitte. 23 

ihren Hohen h verhältnisgluch. Daher empfiehlt es sich, Kilken, 
TOD' denen man bestimmt annehmen kann, dasB sie stets nnr in 
lothrechtem Sinne belastet werden, möglichst hocbkantig zu stelläDi 
d. h. A g%en d gross zn nehmen. 

FOc (1= 12, A = 34 ist S = V«- 13 24'= 1152, legt man deoBelben 
BtOken aber flach, so üt d=^24, A = 12 und 318 = Vt 24 • I3> = 576, 
d. L halb so gross irie yoifaer, dem entsprechend auch die Tragfähigkeit nur 
halb 30 gross. 

Das geometrische Trägheitsmoment einer Fläche ist vom 
vierten Grade ("''), das Widerstandsmoment also vom dritten Grade 
(om« oder ™.), 

Bei g^ebener Höhe h = 2e liefert ein Fl&chentheil dJ^ im 
Abstände u Ton der Nnlllinie znm Widerstandsmomente den Bei- 
trag dFu^:e. Die Flächentheile in der Nfihe 
der Nnlllinie geben daher nur wenig Beitrag; _^' _' ■ 

mithin ist es bei der Verwendung von Eisen, wo 
man in der Wahl der Form nicht sehr beschränkt 
ist, rortheilhaft, diese Fläcfaentheile fortsnnehmen 
and in möglichst weitem Abstände Ton der Nall- 
Unie anzubringen. Vom hochkantigen Kecbteck 
AS CD (Fig. 25) gelangt man dann dnrch ** ^ 

Verlegung der Flachentheile a nach «i zu dem I-förmigen 
Qaerschnitte, 

Bevor diese Form gewalzt wurde, hatte man schon Eisen der Form T, 
die man 7- Eisen nannte; indem man sodann die JT-Form als die Verein^nng 
zweier T-Eisen / 1 ansah, fQhrte man daftlr den Namen Doppelt- 7*- Eisen 
ein, verwendet dafür aber in iet Schrift stets das Zeichen X'Eisen. 

Zur Berechnung des Trägheitsmoments kann der X- Querschnitt 
(F^. 26) als Unterschied zweier Bechtocke dh nnd d^ki behandel,t 
werden, wenn man He Stärke der 

zur Verbindung der äusseren Theile Kg. 26. Fig. 27. 

dienenden Mittelwand =d — di setzt. 
-D^er ist 

7) /= V«(dA3~diV) 
und weil e = ^ih: 




8, SB = £_^^W:^'. 

Die gleiche Formel gilt auch fQr das hohle Bechteck (Fig. 27% 
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Soll der Stab oder Balken gegen wagerecbte Kräfte ebenso 
widerstandsfähig sein wie gegen lothrechte, so ist das Qnadrat 
oder noch besser das hoble 

Qoadrat (Flg. 28) anao- ^«-^^ ^- 29- 

zeigt, mit 

») » = ^? 

10) as = ^ = 

Zieh t man in solchem Falle 
Querschnitte ohne Höhlungen vor, nm den Farbenanstrich (als Schatz 
gegen Rost) leicht emenem zn können, so kommt der kreuz- 
förmige Qaerschnitt (Fig. 29) in Frage. Es ist dann 

11) J'=~^(dh' + hd^ — d*), 

indem man erst den Beitrag der lothrecbten Kippe anschreibt, dann 

den der wagerechten Rippe voll binzafflgi nnd den Beitr^ des 

(hierbei doppelt gerechneten) Quadrates d ■ d abzieht Es wird dann 

_ 1 dA' + Ad3 — d* 



Für gleichen Widerstand nach allen Richtnngen eignen sich 
der Kreis nnd der Kreisring. 

Ffir den Kreis vom Halbmesser r ist (Theil I, S. 373) 

J ■= — — — -7- und 
4 4 



12) 

13) 



14) 



FDr den Ring von den Halbmessern M und r ist 

1 , 



15) 



l_(Ä^-rV 
^ i B ' 

Bei den bis jetzt betrachteten Qnerscbiiittsformen war die 
Mulllinie eine Symmetrieachse, daher e' = e" and anch o' = er", 
d. h. die Zug- und die Druckspannung in den äussersten Lagen, 
die sog. Bandspannungen, von gleicher QrGsse. Bei Gnsseisen, wo 
die Spannungen an der Etasticitätsgrenze 2 : d sich verhalten wie 
3:8, ist es angemessen, den Querschnitt so anzuordnen, dass die 
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Fig. 30. 



Sidierheit in der gwageasa Kandschicbt ebenso gross wird wie in 

der gedrückten, dass also a' :a" == S: 8, also 

auch «' : e" = 3 : 8. Das fflhrt auf unaymme- 

trische Formen, von denen wir beispielsneiae 

den X~ QoBi^cIinitt (Fig. 30) betrachten wollen. 

Die breite Seite mnsa die gezogene (konveie) 

werden. 

Sind xi nnd xj die Abstände der Theil- 
schwerponkte Si nnd Sj der Rechtecke d . k 
und dihj vom Gesammt-Scbwerpiinkte S, 
80 iit dkxi = dikiXi nnd Xi + xj = '/2{h + AJ; daran8 




16) 



rf,A|(A + A|) . _ d-h(h + hl) 

*^~2(*i.A + d,A,) '*"*' '^i'~2(d.A + diA,)" 
Das Tr&gbeitsmomeßt in Bezog auf die Nnlllinie wird dann 
als Snmme der Beiträge der beiden Rechtecke 

J=ynd.h' + d. hXi^ + Vis dj Aj* + rf, A, jrj^, 
woAr man (nach Tfaeil 1, S. 275, Gl. 25) anch schreiben kann 

17^ T ' W i« 4- rf J S, 4- ^^-^i^l ( h + h, Y 

17) •^=n^^-^' + <^^'^i) + Trrrdj;\T^]- 

18) 2S' = J: e' und Sßä" = J: e" 

sind hier ungleich gross. 

e) Darstellung der Ver&nderlichkeit des Biegnngsmouientes. 
Ffir Balken oder Stäbe überall gleichen Querschnitts ist auch 
3B überall gleich, mithin die stärkste Spannung o an verscbiedenen 



Fig. 31. 



Schnitten verbältniagleicb mit dem 
Bi^ungsmomente. Die Veränder- 
lichkeit des letzteren pflegt man 
bildlich darzustellen. 

Wird der eingespannte Balken 
(Fig. 31) am freien Ende von einer 
Last £" ergriffen, so ist für einen be- 
liebigen Schnitt im Abstände x von 
K das Biegungsmoment SR = Kso, 
dargestellt durch die Gerade CB. 
Die Figur ACB heiast Momenten- " 

fläche. Das grOsste Moment gilt daher fUr die Einspannungsstelle 
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BciB^cl: Fft£ einen Holzbalken von TMbtecbigem Querschnitt« «ei 

2^ 2> ^ '200 0°, ({=12, & = 24™>; fllr HoU ist wegen äei Spumon^ 

Ml der Elasticitfitsgrenze, Zog 2S0, Dnick 170 ■', die letitere massgebend; 

wEhlt man etwa« mehr als zweifache Sicherheit, indem man als znUsa^e 

Spannung <r = 75»* (< V« ■ 1™) einfBhit, SO gilt fBr die inUssige Belastung 

tun freien Ende die Gleichniig . ■ 

ir-Si = Kt, miüiin, da nach S. 33 %B=11&3, 

'^■=75.1153 : 200 = 432»!. 

Soll ein rnnder Sehmiedeisenstab bei 700*t stfitkstar Spannung 

dieBelbe Last tragen, eo gilt f&r seinen Halbmesser r die Gleichung 



432.200 = 7CW- 



= 5,.« 



Kg. 32. 



Ist der Stab oder Balleo gleickmassig Aber seiDe Lftnge 
belastet mit p IQr die Längeneitibeit 
(Fig. 32), and fahrt mao im Alratande 
o! vom Ende einen Schnitt, so' hat 
die Gesammtlast der Länge x die 
Grösse pa: im Abstand V^ ^ vom 
Schnitte; mithin wiid 

SB = px ■ ^/ix = */tpx^. 
Die DarsteUnng davon iat eine Parabel 
mit lothrechter Achse, die am freien Ende 
des Stabes liegt Der Parameter ist 1 :j7. 




Greift am freien Ende des Stabes ein Eräftepaar vom Momente 



Ka (Fig. 33) an, so ist dieses auch 
fOr jeden Schnitt des Stabes das 
Biegungsmomoit Wi , weil ein 
Kräftepaar in Bezog auf jedei),:. 
Pankt seiner Ebene das gleiche 
Moment hat In diesem Falle 
ist - die MomentenflSche ein 
Rechteck. 

Greift das Kraftepaar Ka 
wie ' in Fig. 3i an, so wird flir 
eliien Schnitt zwischen B nnd C 
das Biegangsmoinent Kx nur vo? 
der einen der beiden Erftfte K, 
geliefert Für einen Schnitt 
zwischen A und ü aber biegen 
beide Kräfte K an dem abge- 
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4ii Balken anf zw« Stützen mit einer Einzellast 27 

schnittfliiMi Stücke and bilden ein Eräftepaar 99} = Ka. Die 
Momeotenfläcfae bat d&ber die unten in Fig. 34 gezeichnete Form. 

d) Balken auf xwei StBtzen mit einer Einzeilast. 

Ein Balken auf 2 Stützen im Abstände l von einander (Fig. 39) 
sei in den Abständen a nnd b von den Stützen durcb ein Gewicht P 
belastet Es entstehen an den Aof- 
lagern Widerstände A and B, die man 
(nach Theil I, S. 162) leicht findet, 
indem man die Momenten - Qleichong 
in Bezug auf B bezw. A aufstellt 

Es wird 

Unter Einwirkung der Kräfte P, A 
and B mnsH der Balken im gebogenen 
Zustande im Gleichgewichte sein. Nach 
S. 19 Ternachlässigen wir aber die Bie- 
gung hei der Auf^tellui^ der Gleich- 
gewichts -Bedingungen. Führen wir im 
Abstände x von A einen Schnitt ^ so müssen beide Theile de^ 
Balkens im Gleichgewichte sein. Welches der beiden Stücke wir 
betrachten, ist im Grunde gleichgültig; der Einfachheit wegen wählt 
man meist dasjenige, an dem die wenigsten Kräfte vorkommen, 
in vorliegendem Falle das linksseitige, welches in der Figur besonders 
heransgezeichnet ist Die Kraft A verlangt eine innere Qnerkraft 
Q, = A (abwärts); diese bildet mit A ein Kräftepaar, das Biegnngs- 
moment ^ = Ax mit dem Sinne rechts herum, welches ein ent- 
gegengesetzt drehendes Spaunungsmoment hervorruft. In dem 
Balkon liegen also, wie schon aus der nach unten gerichteten 
Dnrchbi^ung folgt, die gezogenen Schichten unten. (Ein gasseiserner 
Balken niisymmetrischen Querschnitts mOsste jetzt mit der breiten 
Seite nach unten liegen J_ .) 

Die Formel SR = Ax = P jx für das Moment gilt nur tür 

Schnitte links von der Last. Sobald der Schnitt über die Belastnngs- 
stelle hinaus rückt kommt plötzlich die Last P links vom Schnitte 
zu liegen , wodurch sich eine Unstetigkeit in der Veränderlichkeit 
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28 Eret« Abtheilnng. A. Gleichgewicht elaatäsch-feBter Körper. 

des Momentes ergiebt Ffir einen Schnitt rechta von der Last (im 
Abstände Xi von B) betrachtet man ein&cber das StQck rechts Tom 

Schnitte. Dann wird 9H = Bxi = Py äj, . Die Momente werden 

ffir beide Seiten des Balkens durch Gerade dargestellt Für die 
Belastangastelle {x = a; Xf ^ b) ergiebt sich tob beiden Seiten der 
QbereinstimmeDde Werth 

als das grOsste Moment Die Momentenfläclie ist also das Dreieck 
Ai^ Ol Bf unten in Fig. 34. Zur Bestimmung dieses Dreiecks braucht 
man nur den linksseitigen Auflagerdruck A = Pb: l mit dem 
Hebelarm a zu multipliciren, um das Moment an der Belastungs- 
stelle and damit den Funkt Ci der Momentenääcfae zu erbalten. 
Li^ die Last in der Mitte , so ist a = fr = '/^ ^ ^^^ 

2) an, = 1/4 Pi; 

diese Formel braucht man aber ftr die Anwendung nicht aas der 
allgemeinen Qleichiing 1 abzuleiten, sondern kann unmittelbar den Auf- 
lagerdruck, der fQr diesen Fall offenbar — '/^ P ^i" muss, mit dem 
Abstände von der Last (der Balkenmitte) '/^ ^ multipliciren. 

Beispiel I: Es sollen die Qoerachnita-AbmeBBimgen eines Holzbalkena 
bestimmt werden, der bei 3 " ^ .^00 "" Spannweite und 75 •* znläsaiger 
Spannung eine Last von 2000 ^i in der Mitte zu tragen bat. Es muss 

75X^ = ^^^^~^, also dA» = 12 000 «■"• sein. Setzt man nun etwa 
noch das Verhfiltnis A : <J = 2 fest, so wird A' = 24000, mithin 
Ä = 28,1 ■>■ ; d = 14,* ™ . 

Beispiel 2: Ein Balkan, dessen Querschnitt in Fig. 36 gegeben, liege aof 

zwei Stützen in 4<n Abstand. Es soll für eine stärkste 

Spannung a = 700 >t die zulässige Einzellast in der Uitte Fig. 36. 

berechnet werden. Die Malae in F^. 36 sind °>>. (Würde man X"^hmj^ 

veraäomen, die Spannweite ron 4 " in 400"° nrnznwandeln, 1^ 

so erhielte man die Tragßtbigkeit 100 mal zn gross; dieser , ^jg- 

Fehler kommt erfahrungamSssig bei Anföngem hBnflg vor.) ^ _1_ 

Ea ist 

/= Vu (10,. . 24« — 9,71 ■ 21,*.») 



= 4287 -, SB = 357 . 
Mithin P ■ 100 = 700 ■ 357 oder P = 



Jl ,11111111 IWIMI 



ov Google 




4e. Balken anf iwel Stataen mit mehreren EiiueUftston. 29 

e) Balken anf xwei Stfltzen mit mehreren Einzellasien. 

Pflr mehrere Einzellasten (Fig. 37) eignet sich besonders das 
zeichnerische Verfahren, namentlich fBr die Horleitnng. 

In Theil I, S. 120, wurde gezeigt, wie man die Mittelkraft B 
der gegebenen Lasten finden kann. Man setzt die Lasten P,, Pj, P^ 
nach beliebigem Matästabe 

zo einem Krafteek JM P'«- 37 

zasammen , wShlt einen 
beliebigen Pol O nad 
zeichnet, in einem be- 
liebigen Pnnkte Ä^ der 
linksseitigen Anflager- 
Lotbrechten beginnend, 
«in Seileck A^DEFBi, 
welches die rechtsseitige 
Anflager-Lothrechte in B^ 
schneidet. Durch den 
Schnittpankt S der Ver- 
längemngen der änssersten 

Seileckseiteo ^, D and Bi F geht dann die Mittelkraft R der Lasten. 
Um nnn die Aoflagerdrücke A und B so zn bestimmen, dass sie 
R das Gleichgewicht halten, hat man (nach Theil 1, S. 121) nur 
zn -d|J?]i der Schlusslinie des Seilecks, einen Parallelstrabi OT 
im Er^teck zu ziehen, dann ist T der Theilponkt der Lasten; es 
ist TJ der Anflagerdrock A, MT der Änflagerdrack B. 

Will man nun für einen beliebigeD, etwa zwischen Pi and P^ 
liegenden Schnitt JV das Biegnngsmoment bestimmen, so hat man 
ZQ bedenken, dass das Biegnngsmoment die Snmme der Momente 
der beiden Kräfte A und J?i (links vom Schnitt) in Bezug auf iV 
ist. Zu diesen beiden Kräften findet man aber leicht die Mittelkraft 
Q = A — i*i = TK im Krafteck mit dem Sinne aufwärts. Die 
L^e wird bestitnint durch den Schnittpunkt der einschliessendeD 
Seileckseiten. Die einscbUessenden Polstrahlen sind OT und OK, 
die hierzu parallelen Seiten tdes Seilecks B^Ai and ED, welche 
sich in-^ schneiden. Nach dorn Satze der Momente (Theil 1, S. 103) 
kann för die Momentensnmme von A and P, das Moment der 
Ifittelkraft Q gesetzt werden, d. h. es ist 
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Nnn ist das Dreieck UNiNj'^ OKT. Nennt man den 
rechtwinkligen Abstand des Poles O von der Lastlihie JM den 
Polabstand S, so gilt in den äfanlicben Dreieken, ^ass die 
w^erecliten and lothrechten Abmessungen einander rerhältnisgleich 
sind. Oder 2: NjN^ = S: KT, mithin, wenn man NiN^ = u 
setzt und KT mit Q vertanscht: 

z:u = M:Q, oder Qt = Bu. 

Es kann also das Biegungsmoment W = Q,z auch 
1) Sn ^ Su gesetzt werden. 

Darin ist H der Folabstand des Eraftecks, d. h. eine beliebig 
gQw3lilte Konstante, u die lotfarecbte Ordinate des Seilecks, von der 
Schlusslinie ans gemessen. 

Hiernach kann das Seileck AiDEFB^ als Momentenfläche 
benutzt werden. Man braucht dessen Ordinaten nur mit der Kraft H 
za multipliciren. Für die Anwendung empfiehlt es sich, für die 
willkürliche Krafi^rösse H einen runden Werth zu wählen. Weil 
nun die Momentenfläche bei der 
Wirkung von Einzellasten ein pj„ 3g 

Vieleck ist, so mnss das über- 
haupt grOsste Biegtingsmoment, 
das an dem Balken auftritt, 
stets an einem Eckpunkte des 
Vielecks, d. h. unter einer Last, 
vorkommen. 

Sind nur zwei Lasten P, und P^ auf dem Balken (Fig. 38), 
so führt die Bechnung rascher zum Ziele. Die Auflagerdrücke werden: 

j __+ ^ , Ji~ ^ + ^ . 

An der Last P^ wird dann das Biegungsmoment 



Jedes dieser Momente besteht ans 2 Ton eioander anabhängigen 
Beitragen, von je einer der Laat«n herrührend, und da die 
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Beriehmigffli ftr die Momente durch Binzellasten rein geradlinige sind, 
BO moas diese Eigenschaft, die wir fftr die Momente an den Laat- 
stellen gefunden haben, aach flür jeden anderen Schnitt gelten, wovon 
man sich andi leicht nnmittelbar flbenengen kann. Bringt also 
irgend eine an bestimmter 'Stelle eines Balkens liegende Last an 
irgend einem Schnitte des Balk«i8 ein Moment SR' herTOr, so bildet 
dieses Moment 9W' auch die Tei^öesening des Gesamtmoments des 
Balkens an demselben Schnitte, wenn jene I.ast zu anderen schon 
vorhandenen Lasten liinzntrilt. Dieselbe Beziehung gilt also auch' 
fSr die inneren Spannungen. Beim Vorhandensein mehrerer Lasten 
ist die Spannung an iigend einer Stelle des Balkens die algebraische 
Summe der Spannungen, die an der betreffenden Stelle von jeder 
einzelnen Last ftlr sich allein hervorgebracht werden wflrde. Später 
werden wir noch sehen, 

dass Entsprechendes Fig. 39. 

auch bezüglich der j* .^qqq lisoo 

Formänderungen gilt. J i jL h-rü/i 

Dies Verhalten wird ^ ^ '" ^'^ 

die Übereinander- 

Lagerung oder 

Snmmirung der 

Wirkungen genannt. 

Belipiel: Bedeuteo in 

Fig. 39 die Längenzahlen 

Centimeter, die Kri^zahlen Eilogromme, und aoli das grösste Moment und 
danach die atärkste Spannnng des Balkens berechnet werden, so hrancht man 
die Momente nnr iUr die beiden Laststelien eq ermitteln, da an diesen das 
grSsste Moment allein zn suchen ist Es ist 

A = 2000 ■ 0,1 + 1500 ■ 0,* = 2200 *K-, 
B = 3500 — 2300 = 1300 kg . 
Das Moment an der linkGaeitigen Last ist 

■aRi = 2200 ■ 100 = 220000 ™ig, 
das andere SO)» — 1300 ■ 300 ^ 260000 ^k». 

Letzteres ist mithin das grössere. Leicht kann man die so bestimmte 
UomenteDfiäebe aach durch Zeichnung finden, wenn man als LängenmaTsstab 
1 : 50 wählt, die Kräfte im Mafsstabe lOOOi« = a«"" anftrfigt und den Pol- 
abstand B= 2000^ = 4 o™ benutzt Die Ordinaten des Seilecks sind dann 
Ulf dem Längenmafsstabe m messea Das Widerstandsmoment des Quer- 
Mbnitta ist '/» 20 • 30" = 3000 , mithin 

ff = 360 000 : 3000 = 86»/» -' . 

Über den Finflnss des Eigengewichtes s. S. 33. 
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Rg. 40. 



Fig. 41. 
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Trägt ein Stab oder Batken aal zwei Stützen zwei gleiche 
Lasten P in sjmmetriacber La^e, wobei jede Last nm a von dem 
Dtlchsten Auflager absteht (Fig. 40), so 
moBs jeder Stützendmck = P sein. Ad 
einer Laststelle ist dann das Bi^nngs- 
momeDt ^^^ Pa, and die Momenten- 
flftche ein Trapez; zwischen den beiden 
Laststellen hat das Moment durchweg 
den gleichen Werth Pa, nnd die Länge 
des Stabes ist ganz ohne Einflnss anf 
das grßsste Moment 

Solche Belastnngsart kommt vor bn jeder Wagenachse. 
der Achse eines Strassenfiihrwerks (Fig. 41) liefern die a 
liegenden Eäder die aafw&rta gerichteten 
OegendrAcke, während die Lasten P 
durch Federn anf die Achse Qbertragen 
werden. Bei den EisenbahnwE^en-Acbsen 
(Fig. 42) liegen die Achslager, welche 
die Lasten Qbertr^en, an den Enden, 
die den Gegendruck leistenden Räder 
aber dazwischen; deshalb biegt sich 
solche Achse in der Mitte nach oben 
durch. Der Fall der Fig. 40 kommt 
auch vor bei den QaertrOgem eiserner 
eingleisiger Eisenbabn-BrückBn. Die Lasten P werden durch die 
Schienen flbertragen; der Quer- 
träger stQtzt sich mit seinen 
Enden anf die beiden Haupt- 
tr^er der BrQcke. In allen 
diesen Fällen ist anzustreben, 
den Abstand a mOgtichst klein 
zu machen, damit das grßsst« 
Moment Pa klein werde. 



f) Balken anf zwei Stfitzen mit pleichmtaig vertheilter Last. 

Eine gleichmässig Yertheilte Belastung erfthrt schon jeder 
Balken durch sein Eigengewicht Bei der Berechnung wird ein 
Balken an und für sich als gewicbtlos betrachtet und sein 
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Eigengewicht wie eiae fremde Last behandelt. In vielen Fällen ist 
dieses so anbedentend gegenüber den sonstigen Lasten, istas es 
Teraachlässigt werden darf, wie bisher geschehen ist 

Ist die Belastung der Längeneinheit p, die Spannweite l 
(Rg. 43), so wird jeder Anflagerdmck yipl; filr eine Schnittstelle 
im Abstände x von dem Aaflager ist dann das Moment 

Eine Punktion, in der das Veränderliche in der Form x{l — x) 
erscheint, wird (nach Theil 1, S. 183) dargestellt dorch ein Parabel- 
segment, das symmetrisch die 
Weite l überspannt. 

Das grSsste Uoment ergiebt 
sich fQr die Mitte, x •= '/z / , zn 

Die FaraM hat den Para- 
meter Vp- Setzt man die Qe- 
sammtlaet des Balkens pl = P, 
30 wird äft,^ = V« Pi . Liegt 
die Last als Einzelgewicht in der 
Mitte, so ist nach S. 28 das grösste Moment y*Pl. VertheUt 
man also die Last gleicbmäsaig Ober dm ganzen Träger, so ver- 
mindert sich das grOsste Moment anf die Hälfte, d. h. ein Balken 
kann doppelt so viel Last tragen, wenn dieselbe gleich- 
massig vertheilt ist, als wenn sie in der Mitte ver- 
einigt wäre. 

Solche gleichmSseige Belastnng kommt vor bei den Stiaesenbrücken mit 
nnmittelbar anfliegender Fahrbahn. Die nngOnsügete Belaatnng wird hänfig 
durch Bog. MenBchengedränge gebildet, wobei die ganze Brückenbahn mit Men- 
schen eiföUt iit Bei Eisenbahnbrficken ist die Belastung freilich keine gleich- 
m&sBig verthulte, weil die stark belasteten Lokomotivräder die Brttckenhahn in 
einzelnen Punkten berflhren, die auch keineswegs sich in gleichen Abständen 
befindea Gleichwohl werden auch Eisenbahnbrücken oft, wenigstens tumülie- 
Tongsweise, aof gleichmissige Belastung berectuieb Wir wollen nun enuitteln, 
welche Lost ein BrQckeaträger von 10 <■ Spsanweite bei gegebenem Qaeischnitte 
erfahren darf. Der Balken oder TrSgei bekomme eine Höhe c= ^/i« der Weite, 
d. h. ;k := 1 ■n = 100 cm, nnd werde eis sog. Blechträgei ausgebildet^ da man so 
gioKse Träger nicht gut mehr aus eine» Stflcke walzen kann. Man sucht den 
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Ente Abtheilung. Ä. Gleichgewicht ekatdaeh-feBt^r KOrper. 




QneTBcbnitt des Bftlkena d«r X' Form in D&hern (Hg. 45). Dia lothiechte Wnid 
möge 1 c°° stark, 96 '^»i hoch sein. Darauf und donuiter legt mui eog. Qniten 
ans Flacheisen von 35 '^'^ Breite und 2 <:« Dicke. Um aber diese drei, eine X* Fonn 
bildeuden Theile fest mit einaader in Terblnden, retwendet man sog. 'Wmkel- 
eisen in der Form der- Fig. 44, welche inm Zn- 
flammeiuiieten rechtwinklig aneinaiidei stossendei . Fig. 44. 

Platten dienen. Der QuerBchnitt des hier in ver- 
wendenden Winkeleiiena ist dorch die Hafee S"", 
S'^'» nnd 1,1 IIB bestimmt; bei der Beieichnnng 
schreibt man diese kennzeichnenden HaTse wie 
Faktoren hinter einander (L 8 - 8 ■ 1,9 <»), womit 
aber selbstreretfindlich keine Multiplikation ange- 
deutet werden soll. Die lothrechten Schenkel der 
beiden Winkeleisen werden mit der lothTecht«D 
Wand, die wagerechten mit den Qnrten durch Niete 
verbunden. Die Niete bedingen Nietiöcher von 

2^ an Durchmesser, deren Querschnitt hei der Berechnung des TrfigheitBmomentes 
abgezogen weiden mnss. Die lothrechten imd wagerechten Niete fallen nicht 
in den gleichen Qaenchnitt; . daher branchen wir nur die lothrechten Löcher 
abzniielien. Hiernach ergiebt sich für die Berechnung des Trägheitsmomentes 
J der Querschnitt Fig. 45. Der Ansati macht sich TerhSltnismigaig bequem, 
wenn man die einzelnen Theile als Differenien von Rechtecken ansieht 

Die Mittelwand bildet ein Tolles Recht- 
eck Ton 1 ™ Breite, 96 ™ Höhe nnd dem 
TrÄgheitamomente '/" • 1 ■ M' = 73 728 . ^- **■ 

Die lothrechten Schenkel denken wir 
uns bis XU den Qnrten reichend nnd an 
einander geschoben; von dem Rechteck von 
2,4 sn Breite nnd 96 !>" HBhe denken wir 
uns ein solches von SO"" H6he abgesogen; 
mithin ist der Beitrag >/ij 2,* (96* — 80') = 74 547 . 

Von jedem wagerechten Schenkel bleibt 
dann noch 8 — l,i — 2,i = 4,1 cm Breite 
mit den Höhen 96 bezw. 93,« b™, mithin ist 
der Beitrag V" 9,» (96* — sa,«") = 49 611. 

Die Garten endlich liefern 

Vii (25 — 4,.} (100» — 96*) = 197 870 . 



if^JtftsXa 



Das gesammte Trägheitamoment ist 
Das Widerstandsmoment demnach 

30 = 395756:50 = 7915. 



395 75ß . 



.M^ 



Ist p die znlfiaaige Belastung aof 1 ci 
1000' 



» Lfinge, so wird mit ir=700«t; 
= 7915 -^00, mithin p^=44; die znlässige Gesammtlast pt ein* 
achliesslich des eigenen Gewichte ist also 44000^. 
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g) Balken auf zwei Stflken mit gleiehnlsüger Belastong 
und mit Einxellasteii. 

Bei dem Zasammenwirken einer Binzellast mit stetiger Be- 
lastang addiren sich die Ar jeden Einzelfall bestimmten Momente. 
Uan vereinigt sie am ein&chston, mdem man die Momentenflächen 
der beiden EinzelfSUe nacb verscbiedenen Seiten von der Acbse 
AiSi (Fig. 46) anftr!^; die 
Gesammt^Ordinate ist dann 'SR. ^f ^^■ 

Die Figur lässt ebne Weiteres 
erkennen, dass, wenn a :> 6, 
das gr&sste Moment nicbt auf 
der Strecke b liegen kann ; denn 
von Si bis nach der Stelle C 
der Einzellast wachsen beide 
Momenten-Ordinaten. Gebt man 
über C hinans weiter nach links, 
so nimmt die obere Ordinate ab, die nntere zu. Das grCsste Moment 
liegt also entweder im Punkte C, oder zwischen C und der Mitta 
Sind die MomentenMchen genau gezeichnet, so kann man das grCsste 
Sloment leicht abgreifen. Allgemein findet man es durch Rechnung 
in folgender Weise: 

FQr irgend einen Schnitt der Strecke a (im Abstände x von Ä) 
ist das Moment 
1) m = Ax— i/aj'a^'. 

Diese Funktion erreicht einen Grösstwerth für 
d3B:(far — ^— j>a! = 0, d. h. ffir 




2) 



= ari = 



Da nun 

1 Pb 

2 pl 

also Xi :> Vi ^ - Setzt man den Werth der G 1. 2 in OL I ein, so entsteht 

SD! _^_^_^. 
-" p ip 2p 

Diese Grflsse ist aber nur gültig, so lange x^ £ a, weil rechts 

Ton C die Momentengleichung 1 nicht mehr gilt 



3) 



4) 
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5) 



Ol. 4 ist also nnr bernttzbu* für 



^/p^a, i h. ftr A^pa oder 



Ist die Bedingong 5 nicht erfüllt, so giebt ea f&r SR kein 
aiialjtischts Maximam (mit «iner Abgeleitetun ■■ Null), sondern 
■einen gri^ssten absoluten Wertii bei x = a, nimlieh 



«> 



= Aa ■ 



pa' 



ab{^ + 



BeiipieL Es sei J = 500™, <, = 300 
= 2^/e.. Dum üt .i=c: 5401«; 

Pab _ 100 ■ 300 • 200 _ 
I ~ 500 ~ 

100- 200 



= 270«" 



= 72900«. 



NBch OL 3 ist «, = 250 + 

iii diea <: a, so ^ebt es ein 

an =^. 

iBt aber nnter sonst gleichen TerhSltiusseD P 
^ = 900^1; ^^=120000, 
1000 200 



= 250 + - 



2-500 



450; 



•da dies :> a, so findet sich das grOsste Moment an der Stelle der EinzeUaat 

und betrügt nach QI 6; 

an, = 300 - 200 (i + ^) = laoooo o»*« . 

Dvtch Skizzirang der Homentenfificben erkennt man ebenfalls Incht die 
Stelle des gtSssten Momentes. 

Sind zwei gleiche, ajmmetrisch liegende Lasten P nebst 
einer gleichförmig vertheiltenLast 



p vorhanden (Fig. 47), so liefern 
die Einzellasten ein Trapez von 
der Hohe Pa, die gleichförmig 
vertheilte Last eine Parabel 
TOn der Pfeilhöhe ^/epP als 
Momentenfläche. Das grOsste 
Moment li^ dann in der Mitte 
and hat den Werth 



Fig. 47. 




V 



= Po + 1/8 pl'. 
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h) Balken Bberall gleicher Sieherheii 
Bei einem pmmatisclien Balken ist die stakste Spanoang o 
eines Querschnitts verbältni^leich mit dem Bi^angsmomeitte; ist 
letzteree also reränderlich , so wird die Festigkeit nur nngleich- 
mftssig ausgenutzt Soll die stärkste Spannung o eines Querschnitts 
an allen Stellen des Stabes die gleiche sein, so mnss das Wider- 
standsmoment SB des Querschnitts Terhättni^leich mit dem Bie- 
gungsmomente SR sich lindem. Ist EDI^. das Biegungsmoment an 
einer bestimmten Stelle (etwa das grOsäte)^ 
SBi das Widerstandsmoment an dieser ^S- *^ 

Stelle, so mnss 
I) 20 : SBi = 2R : 9»! . 

Ist der Balken eingespannt (Fig. 48) 
and am freien Ende durch K belastet, so 
ist SR : 3Ri = ;c : ^ mithin muss dann für fiberall gleiche Sieberheit 

(m 
2) 



4=fe^ 



-7 "'°- 

Je nach der Anordnung der Querschnitte sind aber anendlich 
viele Losungen der Aufgabe möglich. Soll der Querschnitt ein 
Bechteck sein von der Breite u, der HOhe v an beliebiger Stelle, 
von der Breite d und der Hohe h an der Stelle x = 1, so ist 
SB = Vsuw'; Si = '/«dA*, mithin 
nach Gl. 2 Fig. *9. 

Bei überall gleicher Breite 

u = d wird dann 

4) v^:h'^ = xil. 

Tr^t man von der Mitte aus 
'/a V nach oben und nach unten 

bin auf, so ergiebt sich ein parabolischer AuiHss GDB (F^. 49). 
Die Neigung der ParabeJ an beliebiger Stelle ist tgp= ^j^dv. dx. 

Nach Gl. 4 wird 

h^dw 




2vdv = 



mithin 
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Für a:=l nnd v = h wird dann tg a 



1^ A 

'4 r 



Legt man also 



in C, B and D Berfilinuig^endeD an die Parabel, so bekommt man 
das Trapez GEFD, wobei £J'=A — 2itga= ^/tCD. Bei 
fiberall gleicbem Qnerscbnitte dk hi der Ranminhalt des Balkens 
d-h- 1, bei der parabolischen Begrenzung ^jsdhl, während die 
Umscbliessnngsform CEFD den Inhalt ^td-hl hat Die para- 
bolische Form gen^ wohl den Zng- und Drackspannongen, nicht 
aber den Schnbspannnngen. Denn aach an dem Ende B, wo der 
Qaersiibnitt = ist, herrscht eine Qaerkraft K, die eine gewisse 
QaerschDittsö&che verlangt Daber kann 
man in Wirklichkeit der parabolischen vig. 50. 

Form am Ende nicht ganz folgen. In so 
fem ist die trapezförmige Ümschliesanng 
besser als die Parabe^estalt 

Giebt man dem Balken flberall 
gleiche Höhe » = A, so wird aus Gl. 3: 

5) u'.d^'x-.l, 

d. h. der Gmndriss wird nunmehr ein 

Dreieck (Fig. 50), der Banminhalt 

^{id-hl. Diese Form ist also günstiger als die parabolische; 

es ist vortbeilhaft, die Hl^he fiberall 

möglichst gross zu halten. Auch ^8- ^'■ 

hier darf der Querschnitt am freien 

Ende in Wirklichkeit nicht ganz bis 

auf Null abnehmen. 

Sollen die Bechteck-Querschnitte 
einander dorchw^ ähnlich bleiben, 
d. h. u : V = d : A, so wird aus GL 3: 




6) 



v^:h* = xil und 




Tragt man hiernach die Hohen 
and Breiten auf (Fig. öl), so erhält 

man (vergL Theil 1, S. 186) als Begrenzungen im Äufriss und 
Gmndriss Zweige von kubischen Parabeln. 



oyCoot^lc 
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Für den Anlriss gilt 



t'dv- 






mitbin 



und die Neignng der Tangente im Pnnkt C(Pig. 51) {a; = l; « = Ä) 

Legt man um die bnbiscbea Parabeln geradlinige ümscbliessnngs- 
formen, so wird die Hohe nnd Breite am freien Ende Vs ^ bezw. ^jz d. 

Ist bei kreisförmigem Qaerscbnitte der Halbmesser an 
beliebiger Stelle v, an der Einspannnngsstelle r, so wird nacb Gl. 3: 
'/* v^^ • '/* ^^ = x:l, oder w^ ; r' = ar : i , Diese Gleichung ent- 
spricht der Gl. 6. Die Form des Stabes oder Balkens wird also ein 
UmdrebnngskOrper, dessen Meri- 
dianlinie ein Zweig einer kubischen ^B- 52. 
Parabel ist. 

Diese Formen von Balken 
flberall gleicher Sicherheit gelten 
in allen Fällen, in denen das 
Biegnngsmoment sich nach gerad- 
linigem Gesetz ändert; also aach, 
wenn ein Balken auf zwei Stützen 
eine Einzellast trägt Genügt dann an der Laststelle ein recht- 
eckiger Querschnitt d-h, und soll die Breite flberall gleich sein, so 
erhält man' (Fig. 52) leicht die 
ümschliessungsform, wenn man 
an beiden Auflagern die H9he 
= Vi A macht In diese lassen 
sich die Parabeln leicht ein- 
zeichnen. Die ünstetigkeit der 
MomentenfläcbeanderBelastungs- 
stelle (a. Fig. 85, S. 27) hat zur 
Folge, dass auch die Begrenzung 
der Balkenform hier Knicke zeigt 
Bei gleich bleibender Höhe 
wfirde der Balken die Form der Fig. 53 (im Grandriss ans zwei 
Dreiecken bestehend) erhalten. 






Fig. 53. 

t 




1 


/ 
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Bei kreisfönnigem Querschnitte wflrde die Umschliessoogsform 
an den Aofiagern ^lir als Halbmesser zeigen. Dies findet An- 
wendung bei Achsen, die dorch das Gewicht eines schweren Bades 
belastet sind. 

Auch fOr gleichförmig belastete Balken auf zwei Stützen lassen 
sich leicht Formen gleicher Sicherheit entwickeln. Bei rechteckigem 
Qaerschnitte überall gleicher Breite wird der Anfriss eine- Ellipse. 

5. Biegungslinie. 

Die Linie, nach der sich die nrsprängUch gerade Achse des 
Stabes oder Balkens krümmt, heisst die Bi^ngslinie. In Fig. 19 
(8. 18) ist O der Krümronngsmittelpunkt der Bi^nngslinie für die 
Stelle G derselben. Gemäss Gl. 2, S. 19 ist mithin 

Ee' 
1) e = ^ 

der Erfimmongsbalbmesser an einer Stelle, auf welche sich e' 
und o' beziehen. Ans dieser Gleichung folgt das für das Weitere 
wichtige Ergebnis, dass für die meisten Fälle der Anwendaog 
der Erümmungshalbmesser verhältnismässig gross, die Krümmung 
I : Q daher klein aosföllt. Bei Stabeiaen wird a' hSchstens 
1000**, mithin E : o' = 20QQ und q = 20QQ e' oder für 
e' = '/3h, Q= 1000 ft; an allen Stellen, an denen ö kleiner 
ist, wird e noch grösser. Ein I- Träger von 0,2" Höhe biegt sich 
also nach Krümmungshalbmessern von mindestens 200". Für Holz 
ist a' h&chstens 100", mithin q = 1200 e' = €00 %, d. h. eben&lls 
recht gross. An den Stellen, wo die Biegnngsspannnng Null, ist 
Q =<x> oder die Krümmung = 0. 

Da nach Gl. 3 (S. 21) ö' = 9Re' : J, so wird auch 

BJ 1 ^ an 
' ^ SM ' e ^^' 

Nach den Lehren der Analytischen Geometrie ist aber 



1 



[' + ©']■' 



1/2- 
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Setst man dies = -=-^, so hat caan, weil -=r eine Fucktion 
Ttn X, cätie Oteichang, in welcher die erste und die zweite Abgeleitet« 
der Gleidmng der Biegungslinie vorkommeli. Eine solche Gleichnng 
heisst Differentialgleichang ; sie ist in dem rorHegenden Falle meist 
nicht in geschlossener Form lösbar. Ffir die meisten Ffllle der An- 
wendimg ist aber daraos eine Annäherongsgleichnng von genügender 
Genauigkeit ahznleiten. Lässt sich die ^- Achse so legen, dass'sie mit 
der Mittellinie AB des nngebogenen Stabes entweder parallel ist, oder 
nur einen sehr kleinen Winkel <u bildet 
{Fig. 54), so wird aach die Neigung der ^' 

meist nar schwach gekrümmten Biegnng»- 
linie A gegen die ^Achse, d. fa. dy.dx, 
durchweg nur klein sein. Daher kann man 
in solchen Fällen I + ( . 1 mit der Einheit vertanschen. Würde z. B. 
der grösste Werth von dp:dx = 0,1 (entsprechend einem Winkel 
a = 6*) so würde doch I + (-r^j höchstens 1 + 0,0i, worin 
man 0,0l gegen 1 vernachlässigen kann. Gl 2 (S. 40) liefert 
nämlich nicht sehr genane Werthe für die Bi^nngslinie, weil darin 
z. B, der EinSuss der Schnbspanmmgen nicht berücksichtigt ist; 
anch kennt man die Zahl j^ für einen vorliegenden Balken meist 
nicht anf I "/o genau. Die sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 8) 
lassen darauf schliessen, dass sie nar Mittelwerthe sein können, von 
denen die wahren Zahlen zuweilen nicht nnbeträchtlich abweichen. 
Solch grosse Werthe von dy : dx kommen aber bei guten Bauträgern 

1 d'^v 
selten vor; man kann also nnbedenklich - = -r» setzen; dann wird 
Q dar 

Diese im Jahre 1826 von K&vier (!178& Dijon, f 1836 Paris) 
angegebene Gleii^nng fQhrt in den einfacheren Fällen nach ein- 
maliger Int^ation zu d^ : da; und nach nochmaliger Integration 
zu y = /(x), der Gleichung der Biegungalinie. 

i) Einseitig eingespannter prismatischer Stab oder Balken. 
Ein prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite 
anwandelbar eingespannt, u. zw, der Allgemeinheit wegen, niclit 
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völlig w^erecbt, soDdern mit einer kleinen Neigung^ o) abwärts 

(Fig. 5b); der Balken sei gleicbmässig mit p f&r die Längenetnbeit 

der Horizentalprojektion nnd am Ende durch eine Kraft K lotüreeht 

belastet In dem unteren 

Theile der Fig. ii ist die Fig 55 

Enrve AB die Biegungslinie, 

jljr wagrecht, ^Flothrecht 

nach unten. Die Biegung sei 

so gering angenommen, dass 

die wi^erechte Länge des 

Stabes auch im gebogenen 

Zustande noch = l gesetzt 

werden kana Ffir einen Punkt 

P (jr, y) der Biegungslinie 

ist das Bi^ungsmoment, wenn man das StQck rechts von P beuchtet. 




^ = Kit — a!} + 



•i 



Dann wird, wenn man in GL 3 alle Glieder mit EJdx mnitiplicirt, 

EJj^=-= K{l — x)dx +1^2 — 2iic ^- x^)dx. 
Integrirt man beide Seiten der Gleichung, so entsteht 



EJ^ 



+ 0. 



Die Integrations-Eonstante C muss so bestimmt werden, dass 
f6r « = dp : dx = u wird {entsprechend der Einspannung and 
indem man tg a> mit la vertaascht). Darans folgt EJta = G. 
FQr das Neignngsverhilltnis tg a = o am freien Ende ergiebt sich 
(mit j» = i) EJa - </iKl' + '/epl' + EJo, also 

" '-TEJ^iEJ + ''- 

Multiplicirt man aber GL 4 mit dx and integrirt wiederum; 
so ergiebt sich 

EJy = Ki'/alx^ — ^/6x^) + ^/apCf-l^w^ — ^/slx» + Vnar*) 
■^EJü)x+ C,. 
Da f&r ^ = auch j/ = sein mnss, weil der Anfangspunkt 
der Koordinaten in der Biegnngslinie liegt, so wird C, = . 
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nun die Ordinate des Endpnnttee B d» Biegnngslinie (fb x '= t) 
mit /, so wird 

EJf^ yiKl^ + */Bpl* + EJu>l, mithin 

Aus den 61. 5 und 6 erkennen wir, dass ancb bezQgUch der 
Neigungen und der Ordinaten der Bi^ang^ini« die Wirkungen der 
einzelnen Ursachen {K, p und <u) sich luiabhAngig von einander 
über einander lagern and stinimiren, wie S. 3t für die Siegungs- 
momente gezeigt wurde. (£g gilt dies aber nur, solange man bei 
der Aofstellnng des Biegnngstnonienb^ die Dnrcbbiegung Ternach- 
lässigen dar£) Ist der wagerech^ eingespannte Stab {a = 0) 
nur durch K belastet (p = Q), so wird 

_ Kl-' Kl* 

ist er nur gleiehmSssig belastet (K = 0), so wird 

Ist der Stab gar nicht belastet, aber schräg eingespannt, so 
ist (sell»tTerständlich) 

B o»; / = (lil. 
Vor weiterer Anwendung der Ei^ebnisse mt^e noch die 
biegende Wirkung eines ani freien Ende des w^erecbt eingespannten 
Stabes wirkenden Kr^tepaares ä)t 
untersucht werden (Fig. 56). Es ist ^'K ^^■ 

<i^l/_em. 1 2 



-^■^5.. 



r^. 



9) 
10) 

11) /-5 



10) EJ;/ = '/jS)!*« + O, (mit C, - 0)i 

' iEJ' 

Um dieee Grössen für a tind / wflrden sich dia in ÖL 5 nnd 
6 gegebenen Tergröasern, wenn in Fig. 55 nocli das Kräftepaar 3R 
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am freien Eode binzogefOgt warde. Ol. 10 bedeutet eine Parabel 
Tom Parameter -^n als Biegangslinie des Falles der Fig. 56'. Die 
etwas genauere Oleichong e ■■ 



EJ ,. 



. 40) wj^de fOr anveränd^rlicbeB 

W ein unveränderliches Q, d. h. eine kreisförmige Biegungslinie 

1 d^v 

ergeben. Die Vertauschnng ron - mit -j-^ bat also duiselben 

Erfolg wie die Vertauschung eines Kreises von grossem Halbmesser 
e mit einer Parabel yom Parameter g. 

Die einzelnen Kinflüase von K, p, 30? und o) auf a mid / 
stellen wir (nach A. Ritter, Technische Mechanik) wegen der häufigen 
Anwendbarkeit tabellarisch zusammen: 



Einflnss tod 


auf a 


anf/ 


K 


Kl' 
2EJ 


Kl' 
%EJ 


V 


pl' 

eEJ 


fl' 
SEJ 


n 


EJ 


Sil' 
iEJ 


<a 


w 


lu 



In den sof p bezäglichea Gliedern erscheint I mit einem am 1 höheren 
Eiponenten als in den mit K behafteten, weil p noch keine Eraft ist, sondern 
erat dorch MnltdpUltstion mit einer LSnge denselben Bong bekommt wie K. 
In dem Biegongsmomente war K mit einer linearen Grösae mnltiplicirt', doich 
die beiden Integrationen ver- 
wandelte aich diese lineare ^- ^'^' 
Grösse in eine Grösse iweiten 
und dritten Grades. Dsrans 
erklären sich die Exponenten 
Ton I in den Formeln. Diese 
Bemerkongen erleichtem das 
sichere Einpr&gen der Tabelleu- 
werthe. 

Beispiel: Ein Balkontrfiger rage ans einer Hnoswand anf h 
wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sich 



et=r 



I 



X]20- 



ÄW*r 
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£'=200^1, and ausserdem seien pl= 200 ^s gleichmissig fiber die BalkenUnge I 
Teitheilt Wie gross sind die stBrkste Spannung ir nnd die DDrchbiegrmg / des 
hSbernen BaUens (E = 130000 >t) vom Querschnitte d ^ 12 cd, h == 20 «n? 
Das giQaBte Moment an der Wand beti^t 

SB = 200 ■ 200 -^ 200 - 100 = 60000 omig; 
das Widerstandsmoment 

SB = ','. ■ 12- 20> = 800, daher 
»=60000; 800 = 75 »i. 
Das Tr%heitHiDomeut Ut /= ^ . 10 = 8000, daher 
f=^}L J. P'* _ 300 ■ 200' , 200 ■ 200' 

■^ ZEJ SEJ 3- 120000- 8000 "^ 8- 120000- 8000 
= 0,1» Ol» = 1 : 263 der Lfinge. 

In vielen Fällen der Anwendaag wirken die einzelnen UmeheD 
einander entg^en (indem vielleicht K anfir&rts, p abwärts gerichtet 
ist), dann hat man die einzelnen Einfltksse mit theilweise entg^en- 
gesetsten Vorzeichen sinngemäss zu Terbinden. 

b) PrismatiBcher Bsiken auf iwei Sttttzea. 

Ttigt ein prismatischer Balken auf zwei Stützen in der Mitte 
eine Einzellast (Fig. 58), so mnss die Bi^migslinie zo einer Lotb- 
rechten durch die Mitte sym- 
metrisch, d. h. in der Mitte ^«- ^^) 
bei O w^erecht sein. FQr 
die Spannn^n und Form- 
änderuDgen ist es nan gleich- 
gültig , durch welche Mittel 
die wagerechte Bichtang bei G 
erzwungen wird; ob durch den 

Zosammenhang mit einer anderen Hälfte, oder durch feste Ein- 
spahnung. Daher kann man die rechtsseit^e Hälfte GB ansehen 
als bei G ans einer einspannenden Wand wagerecht am '/ai her- 
TüiT^^d und am freien Ende durch eine Kraft Vi -P aufwärts 
gebogen, in Folge dessen der Funkt B um / hoher liegt als der 

Kl' 
Pnnkt G. Man kann daher fBr / die Grundformel „ y... anwenden, 

muss nur K mit 'A P> ' ml^ Va l Tertausclien. Dann wird 




12) 



3EJ ^ 48ÄJ' 
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Kl* 



Ebenso gilt fflr die Neigong o 
13) 



PI! 









a- 


- 


4 . aw 4J-- 






Hiermit 


wird 


ail3 


OL 


12 und 18: /- 


■ 12£ «' 


eterall TerhUtniss« gl 


ichartiger Grössen zu 


haben: 


I« 








/ 


= ±£i end 
12 üe 




15) 








a = 


1 i 





Fflr ZahlenTechnniigen ist es in soldien F&Uqd meist bequemer, 
die stärkste Spannaog o eiDzafllbren. Fflr diese gilt nacb S. 21 
und 28: 

PI 



oder, am 



Einen gleicbmOssig Aber die ganze L&nge belasteten Balken 
<Fig. 59) kann man anseben ' vi 'm 

als bei G ' wagerecbt ein- 
gespannt, im Abstände Vs l 
dnrcb eine Einzelkraft '/! p^ 
anfffELrts gebogen und durch 
eine gleicbm&ssige Belastung p 
abwart» gebogen. Dann wird '' 

mittels richtiger Anwendung der Tabelle auf 8. 44: 

Vap?. Ve^a p- Vitl* 5 pl* 
^**' ^ '6EJ %BJ ~384^J* 

' 2EJ GEJ ^ 2-iEJ- 




17) a = - 



Fflr die stärkste Spannung gilt wieder nach S. 33: ö— = 
^ - in den ÖL 16 und 17 ein, so wird 



18) 



l 48 ü e ■ 



■'' « = 3l|- 
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5 c BügongBlinie von Balken fibendl gleicher Sicherheit. 

Baiipiel: Sind die Verhältnisse so gewfihlt, dasB im 700 «t; { 
> wird im Falle der Giniellast (GL 14 und 15): 

Im Falle der gleichmisaigen Beltistniig ist (GL 18 ood 19): 



Bei gleicheD stärksten Spamumgen md gleicher Spannweite rerhalten 
eich hiernach die Dnrchbiegongen bei gleichförmiger Belastung and bei Einzel- 
last in einander wie 5:4=^ 1,» : 1. Die Ursache hieiron liegt darin, dass 
die HomentenflScheD in beiden Fällen gleiche Ffeilhöhe haben, die eine aber 
parabelisch, die andere dreieckig gestaltet ist Die ans dam Inhalte der 
Homentenflächen abgeleiteten Mittelwerthe der Momente sind also V* betw. 
'/i 9)1 „o, , verhalten sich denmaeh wie 4 : 3 = 1,m : 1. 

Bei sehr dünnwandigen ^'Tr&gBia wird die Dorchbiegnng wegen des 
A.nftxetenB der Gleitnng durch 'die Schnbapannnngen etwas grösser. 



c) KtguDg von einseitig eingespanntea Balken ttberall j(leieker 
Sicherheit 

nie Erümmung der Biegungslinie ist allgemein — = -^ (3. 40, 

Ol. 1). Setzt man nun die QaerschnittshOhe an beliebiger Stelle v 
and e = Viv, so wird, weil jetzt o überall gleich, 

20) #A_i. 

a) Wird dem Balken Oberall gleicher Sicherheit auch überall 
gleiche Höhe v = h gegeben, so wird nach Gl 20 auch e überall 

gleich, d. b. die Biegangslinie ein Kreisbogen vom Halbmesser -r — 

(wie in dem besonderen Falle der Fig. 56, S. 43), wofür man auch 

eine Parabel setzen kann. 

Die Durchbiegung findet man am einfachsten, indem man in 

1 d'w 
GL 20 für - = j-^ setzt und 2 mal integrirt 
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; + Cmil C = 0; 



E 
TS" 



' E h 



+ 0, mit C| -0: -/= ■ 



wenn 3^, und J^ sich anf irgend einen, z. B. den 

SÄ, ^s 
qnerschnitt, beziehen: /= ' . 

Erfolgt die Biegnng dnrch eine am äossereo Ende wirkende 
Kraft K, so ist a^i = Kl and 

Die DnrchbieguDg ist also wegen der dreieckigen Znschftrfang 
im Grundrisse (Fig. 50) 1 '/^ mal so 
gross wie bd prismatiscben Balken 
(GL 7. S. 43). 

ß) Ist die Hebe v nach parabolischem 
Gesetze veränderlich (Fig. 49, S. 37), 
so wird D=:A' =(£—;»):? und ans Gl. 20: 

^a-^)-"^ (Fig. 60). 



Fig. 60. 



'iadx 

Mnltiplicirt man mit dx = — d(l - 
so wird nach der ersten Int^ration 

'ladw 



x). 




iVl — x + C 
nnd, weil fllr a; = anch ^ -= ist, 
daher 



hEd^ 
i o die 
Nochmalige Integration liefert 

iE 

4 a 



h ' 

l — fTfl — n 
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5(L EineiHit« eingespumter, imdereneit« imt«ntBtzter Bilken. 49 

ff = f für X = l giebt sodann 

f t (t l . Klh 

In diesem Falle wird also (weisen der Dach dem Ende al>- 
Dehniendeii HGhe) die Dnrchbi^ong -^ 

doppelt so gross wie bei prismatischen 
Balken (TgL S. 44). 

;') Eine kreisförmige Biegnng nach 
einen) Halbmesser 

^ 2ö a»! K& 
(yergl. S. 47) wird anch bei einem durch ein Erftftepaar Ka be- 
lasteten Balken von der Form der Fig. 61 eintreten. Setit man 
dafttr eine Parabel vom Parameter q, so wird die Dnrchbiegong 
des Endpanktes B werden 

^' _ Kan 
^ 2e 2£J,' 
wenn J^ das Trägheitsmoment des Einspannnngs- Querschnittes. 

Ist h=2™», ff=700»t, £ = 2000000»', so wird der 
v.,u 2000000. 2 _„„„„_„„.._ 



e 



H 



2^700 



d) PrismaÜscher, an dem einen Ende wagereeht eingespannter, an 
anderen Ende nnterstfitster, gleichm&ssig belasteter Balken. 
Der Balken rage bei A (Fig. 62) ans der einspannenden Wwid 
hervor; der Endpunkt B liege genau in der Bichtnngslinie der 
Yerlängemng des eingespannten Theiles. 
Dann ist, wie wir sehen werden, der Fig. 62. 

Anflagerdmck B mit alleiniger Hälfe 
der Gleichgewichtsbedingongen nicht zu 
bestimmen, somit sind denn auch Biegnngs- 
moment tmd Spannmigen unbestimmt Es 
11^ eine sog. statisch unbestimmte Aufgabe vor. In solchen 
Fallen führen nnn die Ergebnisse der Biegnngslehre zur LJIsung. 

Ksgk, Jtectiuik. IL ^ 
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Um uns von der Unbestimmtheit der Aufgabe zu überzeugen, 
mflssen wir uns zunächst die Wirkung der Einspannnng klar machen, 
indem wir uns einmal bei A den oberen Theil der einspannenden Wand 
fortdenken. Dann findet sich {Fig. 63) bei A nur eine unterstützende 
Kante; der Balken ist ein einfacher Träger auf zwei Stützen, bi^ 
sich in der Mitte um die Grösse 
/ nach Gl. 1 6 (S. 46) durch nnd Fig. fi3. 

hat an beiden Enden eine Neigung 
a nach Gl. 17 (S. 46) gegen die 
Wagerechte. Lilsst man an dem 
links YOn A befindlichen Balken- 
stück ein links herum drehendes 
Kräftepaar Wi wirken, welches sich, von Null beginnend, allmählich 
vergrOssert, so wird dieses Balkenstück mehr nnd mehr nieder- 
gedrückt, und bei einer bestimmten Grösse von SR] wird die 
Biegungslinie bei A genau wagerecht sein. Man kann daraus 
schliessen, dass die wagerecht einspannende Wand neben dem Auf- 
lagerdrnck A noch ein Einspannnngsmoment äR, auf den Balken 
ausübt. Für das Gleichgewicht eines Balkens, an dem neben 
Kräftepaaren nur lothrechte, nicht schräge Kräfte wirken, lassen 
sich nicht mehr als zwei von einander anabhängige Gleichgewichts- 
Gleichungen aufteilen, da zu der 
Gleichung der wagerechten Kräfte ^S- ^*- 

sich keine Glieder ergeben. Zur Be- 
stimmung der Auflagerkräfte .il,.B 
und des Momentes 3Jfi (Fig. 64) 
hat man also nur zwei Gleich- 
gewichts-Bedingungen zur Ver- 
fügung; die eine fehlende dritte 
Gleichnng muss aus der Biegungs- 
lehre genommen werden ; man 

nennt daher diesen FaU: einfach statisch unbestimmt Die dritte 
Gleichung ergiebt sich in diesem Falle sehr einfach. Die Kraft B 
würde den Endpunkt des bei A wagereeht eingespannten, unbelasteten 

Stabes nach S. 44 in die Höhe biegen nm „ „ - . Wäre die Stütze 




B nicht vorbanden, so würde die Belastung den Endpunkt nm 






jvGooi^lc 



5d. Einerseits eingespannter, andererseits unterstützter Balken. 51 

ftbwftrts biegen. Da in Wirklichkeit der Endpunkt B in ^jeicher 
Hohe mit A ]iegt, so beben sich beide Durchbiegnngen geg^enseitig 
auf; es wird 

BP pl* , 

3 

1) B = -äP^'i somit 

2) A = ^/apl nnd SR, = '/ap^^ — Vep^* = ^Mpl^. 
Diese Werthe gelten aber nur, wenn die an die Biegnngslinie 

bei A gelegte Tangente genau durch den Punkt B geht; geringe 
Abweichungen von dieser Bedingung haben grossen Einflusa auf 
die Auflagerkräfte. 

In einem Abstände x von £ ist das Biegangsmoment 

3) 3» = B^ — '/ipx^ = yaplw — */2pa!^. 

Fügt man '/splx mit + und — hinzu, so kann man auch 
sehreiben : 

9» = ^/2pU—'/3p.V^—'/Bplx 

4) = '/ipx {l — x) — ^l&plx . 

Das erste Glied der rechten Seite entspricht (nach GL I S. 33) 
einem auf beiden Seiten gestützten (nicht eingespannten) Balken; 
die entsprechende Momentenfläche ist eine Parabel ^| Cj Bi (Fig. 64) 
von der Pfeühöhe '/spP. Das zweite Glied wird durch die Gerade 
AiB^ dargestellt, wenn A1A2 = ^hpl^. Von den Ordinaten der 
Parabel mnss man diejenigen der Geraden abziehen, um 3ß zu 
erhalten. Die lothrechte SchrafGrung giebt die Veränderlichkeit 
des Momentes an. 

Von B^ (wo 9W = 0) beginnend, nimmt das Moment zunächst 
zu, erreicht an der Stelle D^ , wo die Parabel || der Geraden Aj B^ , 
«in analytisches Maximum M„^, nimmt dann wieder ab, wird bei 
Ni , wo Parabel und Gerade sich schneiden, zu Null, gebt dann 
ins Negative Ober und erreicht den grössten negativen Werth 
— 9Jii = — ^/ipl^ an der Einspannungsstelle. 

Die Funktion von der Form Wi = Sx -r \ipai' erreicht, wie 
schon S. 85 gefunden (dort war A statt B gesetzt), das Maximum 
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52 Ente Abtheüung. A. Gleichgewicht elMtisch-fester Körper. 

das giebt für B = yipl (Ponkt A): 

5) 5Di^ = j|gP/' Md«, = V»i- 

Bx — '/spx^ wird aber zu Null fiir a; = (Punkt B,) und filr 

^_1^ = J/4? (Punkt N,). 

Es findet sieb also 3R„^ mitten zwischen den beiden Momenten- 
NnUpunkten, Einem Momente ^ entspricht bei einem Balken, 
dessen Querschnitt ein Trägheitsmoment />- hat, eine Krüm- 
mung = 0, nud ein KrAmmungshalbmesser ^ = oo der Biegungs- 
linie. iV, entspricht daher einem Wendepunkte N der Biegnngslinie. 
Bechts von N kehrt die Bi^uogslioie ihre konvexe Seite nach 

unten > -, wie bei einem Balken auf zwei Stfitzen; links von JV 

ist die Erümmtuig ^— ^ nnd damit auch das Moment entgegen- 



Solche Querschnitte, an denen das Biegungsmoment grösser ist 
als zu beiden Seiten daneben, beissen gef&hrliche Querschnitte. 
Hier giebt es deren zwei, nftmlich J? und A. Beide sind aber 
nicht in gleichem Uafse gefährlich; denn 'die entsprechenden 
Momente yuepl^ nnd ^/spl' = '^lasp/* verhalten sich wie 
9 : 16. An der Einspannungsstelle herrscht also das grösste Mo- 
ment, nnd dies ist auch ebenso gross, als wenn der Balken an 
beiden Enden einfbcb gestützt wäre; das grOsate Moment hat sich 
daher in Folge der Einepannung nicht vermindert, sondern nur von 
der Mitte nach dem Ende A verschoben. 

Eine Verminderung des grOssten Momentes lässt sich aber 
erreichen, wenn man die Stütze B um ein gewisses Mafs nach 
oben schiebt. Durch dieses Anfwärtsbiegen vergrSssert man den 
Stfltzendmck B; in Folge dessen wird in 3R (61. 3, S. 51) das posi- 
■ tive Glied vergrössert, hierdurch das bisher kleinere Moment 50?,^ 
vei^Ossert und der absolute Werth des negativen Momentes 9)1, 
vermindert. Man erkennt dies deutlicher, wenn man zu dem all- 
gemeinen Ausdrucke fQr Wi, der von der Höhenl^e des Punktes B 
noch unabhängig iat, SR = Bai— ^apx^, die Grösse ^splx mit 
+ und — hinzulQgt, dann kann man ordnen: 

6) 9K = '/2px {l — x)~ {Vipl — E) x. 
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5d. EioeisBlt« eingeapgknnter, aodereneittl ontentOttter Balkett. 63 

Darin bezeichnet wieder das erste Qlied der rechten Seite die 
ODTeränderte Parai>el AiCiBi (Fig. 64), während das letzte Glied 
iriedenim durch eine Gerade dargestellt wird, deren Endordinate 
Ai A2 nnn aber = {^/ipl — B)l, d. h. von B abhängig iat, und 
zwar bedeutet A^ A^ wiederum den . absoluten Werth 'Sii des Ein- 
spannungsmomentes. Die gQnstigste MoQientenfläche, d. h. diejenige; 
in welcher das absolut grOsste Moment so klein wie mdglicb ist, 
konnte man nun schon zeichnerisch durch Probiren finden, indem 
man die Gerade B1A2 solange um' Bi drehte, bis die beiden 
lotbrecht gemessenen Abstände zwischen der Geraden und der 
Parabel, welche äR.«, and Sßt entsprechen, gleich geworden wären. 
Eine günstigere Momentenöäche ist nicht mehr denkbar, denn jede 
Änderung der Kichtung von Bi A^ wflrde wohl das eine der beiden 
Momente verkleinern, das andere aber ver^Össern. Hier, wie in 
den meisten derartigen Fällen, wo mehrere geßLhrliche Querschnitte 
Torhanden sind, kommt es darauf an, die Uomente dieser 
Querschnitte auszugleichen, wenn man den günstigsten 
Zustand herbeiführen will. Hat man die Ausgleichung zeichnerisch 
gefunden, so braucht man nur A^A^ = i^/tpl — B)l za setzen und 
hat damit B bestimmt Der Weg der Rechnung bedingt, dass man 

das analytische Maximum von M, nämlich — = SH, = ^ BI 

setzt Diese quadratische Gleichung liefert die beiden Lösungen 
B = pl { — 1 ± V~2) , von denen nur der positive Werth 

7) B=-pl(-~l + 1,414) = 0,414 p? 

möglichst kleine Werthe der GrOsstmomente liefern kann, denn 

B* 

der negative Werth wflrde ^— sehr gross machen. Da nun fflr 

diesen Auflagerdruck B = 0,ilipl die Momentfl S!„„ und SÄj 
gleich werden, so berechnet man den Werth beider am einfachsten 
mittels der Formel för mj =■ '/,pP — BI = pl^ (0,b — 0,iH) 
s= 0,08«|>/*. Diesem Äuflagerdrucke B = 0,iUpl entspricht also 
tan überhaupt grSsstes Moment 

8) aR^= 2ß, = 0,086pZ», 

während bei B = ^apl sich SKi = '/epP = 0,i2bpl^ ergab. 
Das grösst« Moment ist also bei gegebener Balkenlänge und Last 
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54 Ente Abtheilong. Ä. Qleichgewicht elulüeh-fester Körper. 

im Yerbältnis von 125 auf 86 vennindert, die TragfUiigkeit also 
auf das 125 : 86 ■= l,l5fbche gesti^eo. um ana diejenige Hebung/ 
dee Punktes B gegen die Ein- 
Spannungsstelle J.zafinden, welche '^' g. 

dieser Verbesserung entspricht, ■ ^«rtfii 

bringt man an die Biegnngslinie mB^^^^^!Sf^g^i^ff^^^^^^'^ 
die Kraft B = 0,414p; {Pig- 65) ^M ^^*"*"™^^ 
tmd bekommt dann durch den- ^ 

selb«) Gedankengang, der auf S. 50/51 zur Bestimmung von B 
far/=0 fahrte, jetzt 

BP _ pl* ^ £|* /OM* _ l] 
'lAEJ 8-EJ EJ\ Z 8/' 



/ = 



EJ' 



9) / = 0,013 

Um die verhältnismässige GrOsse dieser Hebung einigffl'mal^en 
fibersefaen zn können, führen wir wieder die stärkste Spannung a 
ein, indem wir bedenken, dass das grSsste Moment jetzt OßSipl^ 

= a-, also ^ ~ TT— — sein muas. Führt man dies in GL 9 
e J 0,086 e 

ein, 80 wird 

.0, {-o,,.|f 

Setzt man wieder, wie in anderen Beispielen (S. 47) 
0=700; ^=2000000; '/< = 20, 



um '/lODo der Spannweite l genfigt also schon, um die Tragfähigkeit 
des Balkens auf das 1,45fache zu erhöhen. Von diesem günstigen 
Ergebnisse wfkrde man gewiss mit Vorthoil Gebrauch machen, wenn 
man sicher wäre, den erstrebten Zustand des Balkens genau erreichen 
und auf die Dauer erhalten zu können. Wenn man aber die Mittel 
erw£^, die man zu einer derartig genauen Auflagerung eines 
Balkens anwenden müsste, so flberzeugt man sich leicht, dass eine 
Balken - Anordnung, deren Spannungszustand von solchen Feinheiten 
abhängt, trotz der Möglichkeit, rechnungsmSssig sehr günstige Ver- 
haitnisse zu liefern, wenig Vertrauen verdient, da durch Abwei- 
chungen von der gewünschten StQtzenlage leicht eine Vergrösserung 
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Se. Balken auf drei Stützen. 



55 



der Moment« eintreten kann, ohne dass man es wahrzunebmeo 
vennag. Dies ist ein Übelstäod, der den meisten statisch an- 
bestimmten Anordnangen anbaftBt 

e) Prismatischer, ^leichfttnnig belasteter Balken anf drei SIAtEcn. 
Wir betrachten nur den Fall, dass die 3 Stützen gleiche Ent- 
fernung l haben. Fflr einen solchen Balken (Fig. 66) kann man nur die 
beiden Qleicfagewichtsgleichungen aufstellen: 

1) A-\-C + B=2pl ^'f ^^■ 
und in Bezug auf C: AI — 5^ = oder 

2) Ä = B. 
Die noch fehlende dritte Glei- 
chung mnss wieder aus der Biegungälehre geschöpft werden; die 
Anordnnng ist einfach statisch unbestimmt. Bei dieser dritten 
Oleichung kommt es nun wieder 
wesentlich auf die gegenseitige HSben- 
li^e der Statzen an. Deshalb machen 
wir gleich Ton An&ng an die Annahme, 
die MitteM&tze C liege am c anter der 
TerbinduDgsgeraden der Endstfltzen, wo- 
bei dann c beliebig ^ gesetzt werden 
kann. Geht man mit der Mittelstütze 
weit genug herunter, se wird der Balken 
sich endlich nur auf die Enden stützen 
(Fig. 67), es wird A = B=='pl, C=0 sein. 
den Punkt C weit genug in die Höbe (Fig. 
endlich nur auf G 
schweben, es wird ^K- 

C= 2pl, und 
A = B =0 sein. 
Die Biegnngslinie 
muas in allen 
Fällen zur loth- 
rechten Mittellinie 
symmetrisch, d.h. 
in der Mitte wage- 
recht sein (Fig 69). 
Wenn man sich nun, wie bei Fig. 58 (S. 45) die linke Hälfte 




Schiebt man aber 
I, 30 wird der Balken 
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wa^erecht eingespannt denkt, so gleicht die rechtsaeitige E&lfte CB 
in Fig. 69 der Fig. 65 (S. 54), so daaa die Bllniiiitliclien unter- 
snchuDgen von S. 52 — 54 sich hier verwerthen lassen. Es wird 

8) B^^pl + ^^^A and 

- 10 , 6EJc 



*) 



P 



Anch die MomentenäSche wird für die rechtsseitige Hälfte 
ebenso, wie in Fig. 64 (S. 50) gezeigt, und fTu die linksseitige 
Hälfte dazu symmetrisch. SRi wird hier das Moment Ober der 
UittelstQtze 
5) Wti =- Gl Cj = tytpl —B)l. 

Den Nullpunkten iV, und A'a entsprechen wieder Wendepunkte 
der Biegnngslinie. Zwischen den Wendepankten kehrt die Bi^fongs- 
linie die konvexe Seite nach oben (die ZogspanDnngen U^en oben), 
ausserhalb derselben ist es umgekehrt Mitten zwischen S, and A**! 
liegt ein positives Mazimalmoment 

ebenso zwischen Ai und N^. 

Fftr c = 0, d. h. fOr Stützen in tiner Flacht, wird B= Vspl. 
aK_„ = ^/i2spn; SWi = Vsp?*. Eine Senkung der Mittelfltfltze 
um e Tergrössert B, Tei^össert Süt«». nnd verkleinert gleichzeitig Srti. 

Die günstigste Anordnung fOr den Balken wird wieder 
durch Au^leicbnng der Momente 30«. and SR, erreicht Dies 
verlangt nach Gl. 7 (S. 53) 
7) B = 0,iUpl> 

was nach Ol. 9 und 10 (S. 54) durch 

8, f.0,0>3g-0.,M|i 

erreicht wird. Die grOssten Momente stellen sich dann auf 

9) Wl^ = S0?| =0,086p?*, 

während bei Stützen in gleicher Flacht SWi = 0,125 p/^ sein würde. 



ov Google 



5e. Bftlken anf d»i StQtzen. 57 

Btiapiei : Ein Holzbalken Ton 3 1 = 1 ■> = 1 000 «i L&nge, im Querscbaitte 
15 cm lireit and 16 "■^ hoch, werde von drei Arbeitern A , C ond B gatrAgea. 
Es BoU die GewichtsTertheilong berechnet ireideu tta Terschiedeue UShenlagen 
der tragenden Schultern. Der Balken hat 10 - 0,i« - 0,u = 0,tt °bm Inhalt; 
ynogt I '^^ 600^, HO wird das Oeaammlgewicht 2 pl^ 144 H; p^(),m^/cm- 
Es ist /='/'» 15 . 16' = 5120; 88 = 640; E= 120000«*, l = 500'!ii.. 



EU wird Ä = 


S = f 


72 + -^ 


_ = 


C = 


^..2- 


dEJt 


= 90 


Fehlt die mttelstttze, so 


wird il = 


= B-. 


)iegiing in der Mitte 









= 72 kg ; C = und die Darch- 

= 90 r 29,191 = 3,«™. 
Hält der mittlere Arbeiter also seine Schlüter nm dies MaTs niedriger 
ala die beiden anderen, ao bekommt er gar keine Last In diesem Falle ist 
das gtSsste Uoment in der Mitte 

V«p(2i)' = V»p''= V> ■ 72- 500= 18000 c»!« 
und die Spaummg <r= 18000 : 640 = 28,1 ■«. 

Sollen alle drei Schnlt«ni ^eich stark trogen, soll Ä^ B = C= '/< ■ 144 

i= 48 ^ sein, so mnsa die mittlere Schalter nm e ^ — t-. ^= 1,m '" tiefer 

^ 14,n» 

liegen als die anderen. In diesem Falle irird SJlj.^i'^ä — ir— ^3000, 

3Ri = (V* 72 — 48] 500 = — 6000 , d. h. wegen des negativen Zeichens ist 

3R,, welches mit poütiTem Zeichen einer Biegnngslinie entsprach, bei der die 

konvexe Seite oben Ug, hier ein nmgekehrtes Moment, so dass ein Wendepnnkt 

nicht voikonunt Die stärkste Spannong in diesem Zustande ist 8000 : 640 

= 12,i»t. 

Die Spannung wird am kleinsten flir 

pl* _ 0,<iu ■ 72 - 500* 

"* EJ 120000 5120 ' 



e = 0,01» ^— ^ — — — — — ^ 1» "n 



Dabei ist J = 5 = 0,my( = 29,ik«; (7= 144 — 2 ■ 29,i = 84,iks, so dass 
die mittlere Schulter jetzt erheblich mehr belastet ist. Das grösste Moment 
■wird 0,i)«apI»=309G, die Spannung 3096 ; fi40 = 4,««t. ~ Für gleiche Höhen- 
li^ der Schnltem wird A:= B ^=1,1^«; C ^ 90 ^ ; das gröaate Moment 9R[ 
= V»J>I', d. h. Vi so gross wie für (7=0, also fflli = 4500, w = 7»t. — 
Dagegen wird J = B = nnd C=144kg fUr o= -27 : 14,1« = — l,««"», 
d. h. wenn die mittlere Sohnlt«r nm dieses . Mafs hoher liegt als die anderen. 
Das grösste Moment wird nnn 'JR, = '/t)>I* — 0, d. h. ebenso gross wie fOr 
C=0, nämlich 18000 mit » = 28,i*t. 

Die Spannnng schwankt also in diesen betrachteten Fällen zwischen 
A,t nnd 38,1**. Dem entsprechen freiUch, weil ein biegsamer Holzbalken 
angenommen war, auch ziemlich beträchtJiche HöhenTerschiebnngen; für einen 
steiferen Eisenträger würden ähnliche Spaimungsunterschiede durch viel ge- 
ringere VerBChiebungen bewirkt werden. Solche Balken aof mehr als zwei 
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58 Eiste Abtheilong. A. Gleichgewicht elaatüch-fester Körper. 

Statzeo sind hieroach sehr empSndlich gegen HähenTerechiebnngen einzelner 
Stützpunkte und deshalb noi mit Vorsicht zn veiwenden. 

Soll eine Balkenbrficke mit zwei Oeffnangen gebaut werden, 
80 hat man die Wahl, ob man (F^. 70) Balken verwenden will, 
die fiber beide Öffnungen durch- 
gehen, oder ob man auf dem ^g- '^'^' 

Mittelpfeiler neben einander zwei | L -. .. — ^ .. -jr 

Auflager anbringen und die Balken j | | 
dort unterbrechen will (Fig. 71). 

Letzterer Fall bat den Voraug, Kg. 71. 

statisch bestimmt zu sein; wenn iL j^ -— jP 

einer der Pfeiler sich etwas senkte | | I | 

80 werden dadurch die Brücken- ' ' 

balken nicht in Spannung gerathen, vielmehr werden sio wider- 
standslos dem Pfeiler folgen. 

Hit dei stetiach bestiminten Auflagerung eines Trägers auf zwei StQtien 
hängt anch ein Verfahren msarunen, das Gewicht eines sehr langen, auf einem 
zweiachsigen Wagen befestigten Dampfkessels zu bestimmen, ohne dass eine 
znr Anfoahme des ganzen Wagens hinreichende Brückenwaage Terfligbar ist. 
Man ßhrt in diesem Falle mit . 

der einen Achse anf die Waage p^g_ 72. 

(Fig. 72) <md ermittelt die Ltut 
Äj Ter&hrt dann mit der an- 
deren Achse B in derselben 
Weise nnd erhält in der Snmme 
A-\- B das Gesammtgewicht P 
des belasteten Wagens. Für 
die Znlässigkeit dieses Ver- 
fahrens ist nnr erforderlich, dass 

die Fahrbahn in beiden Seiten der Waage nicht gar zu uneben sei, damit sich 
der wagerechte Abstand der Schwarpunkta-ljotlirecbten von den Aclwen nicht 
merklich ändere. Bei der Verwendnng eines dreiachsigen Wagens wBrde dieses 
Vorgehen nicht branchbar sein, weil man nicht wisBon kann, ob die Achse, 
nachdem sie die Waage verlassen hat, noch dieselbe Last txägt wie bei ihrer 
Stellung auf der Waage. 

Bei dieser Gelegenheit möge noch ein Verfahren angegeben werden, wie 
man das Gewicht eines Längenmeters von einet Eisenbahnschiene oder eisern 
gewalzten Träger bestimmen kann, wenn die vorhandene Waage zur Wägnng 
des ganzen Stabes nicht aasreicht, der Stab aber auch nicht zerschnitten 
werden soU. Es sei l die Länge des ganzen Stabes oder Balkens; von dem 
rechtaseiügen Ende aas messe man eine Länge = I " ab {Rg. 73) und bringe 
nnter der Mitte B dieser Länge eine schneidenartige StQtze an. In der Mitte A 
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der Qbrigen Läoge { — 1 <> werde in gleicher Weise eine Schneide A an- 
gebracht Der Schwerpunkt .der ganzen Schiene liegt dum um '/'"t di< 
Schneide B nm V' ' »on der 
Schneide Ä entfernt; der Stfilaen- 
drack B wird daher 

d. h. das gewünschte Gewicht Ton j J 

einem Längenmeter der Schiene, i* X 

Dieses Gewicht kann man ermitteln, 
indem man die Schneide B aof 

die Bracke einer Waage stützt — Zur Erklärung diene noch Folgendes: 
Denkt man sich das StQck von 1 »' Länge thatsäclilich abgeechnitten, sc be- 
findet eich dieses auf der Schneide B im (wenn auch tuiBicheren) Gleich- 
gewichte, ebenso der lange Abschnitt anf der Schneide A. Terbindot man die 
Theile nnn an der Schnittstelle C mit einander, so treten in der Verbindung 
keine Spannkräfte anf; ebenso wenig wird dies daher in der ungetrennten 
Schiene voricommen. Die Schneide B trägt alBO nnr das abgemeseene (aber 
nicht abgetrennte Schienenstack von 1 "• Länge. (Dieses Beispiel gehört eigent- 
lich nicht znr Biegungslehre, sondern in Theil I, S. 162.) 



6. Knickfestigkeit 

Wird ein nrspi-ünglieh YöUig gerader und gleichmässiger Stab 
an den Enden durch Druckkräfte K belastet (Fig. 74), die genau 
in die Mittellinie des Stabes fallen, so ist nur eine geradlinige 
Verkürzung des Stabes möglich. Dies zeigt sich auch in Wirk- 
lichkeit, solange die Länge des Stabes im Verhältnisse zur Quer- 
scboittsbreite nicht erheblich ist Bei grosserer Länge aber ist mit 
der Wirkung der Kräfte K eine seitliehe Ausbiegnng verbunden, 
die offenbar daher rührt, dass die vorstehend genannten Bedingungen 
der völligen Geradlinigkeit und Gleichmässigkeit und des voll- 
kommenen Zosammenfallens der Druckkräfte mit der Mittellinie des 
Stabes in aller Schärfe nicht zu erfüllen sind. Bei allm&hlichem 
Anwachsen der Kräfte erfolgt schliesslich eine Zerstörung durch 
gleichzeitige ZusammendrQckang und Biegung , und man nennt 
diesen Vorgang Knickung. 

Wir nehmen an, der Stab habe sich am ein gewisses Ma& 
gebogen nnd befinde sich im Gleichgewichte; seine Spannungen seien 
noch innerhalb der Elastidtätagrenze. Die beiden Kräfte K sollen in 
ihrer urspiünglicben Eichtung and Lage verblieben sein (Fig. 75). 
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^ Ente Äbtheilung. A. Qleichgewiclit eloBtiBch-feBter Körper. 

Führt mm an irgend einer Stelle, wo die Aosbiegang y beträgt, einen 
Querschnitt durch den Steh und betrachtet das StSck unterhalb des 
Schnittes (Fig. 76), so mflssen an dem 
Schnitte innere , Kräfte auftraten, die ^^' ^^ 
der bei A angreifenden Kraft K das 
Gleichgewicht halten. Wegen der Ge- 
ringfügigkeit der Biegnng innerhalb der 
EtasticitatSgrenze . kann man den Schnitt 
als rechtwinklig zar Richtung von K 
annehmen. Die Bichtnngslinie von K 
geht nm t/ an dem Schwerpunkte der 
Querschnittsfignr vorbei. Znr Erleich- 
terung der Span&nngsberechnnng denken 
wir Qn9 an einem Punkte des unteren 
Stabtheils 2 mit £* gleiche und parallele, 
aber einander entgegengesetzte Kräfte so hinzngeRtgt, dass sie durch 
den Schwerpunkt der Querschnittsfigur gehen; hierdurch wird an dem 
Gleichgewichtszostande nichts geändert Die ursprünglich gegebene 
und die en^egengesetzt hinzugefügte Kraft K bilden ein Kräftepaar 
vom Momente Kj/, welches an der rechton, konkaven Seite eine 

Druckspannung o = — y- hervorbringt Die zweite hinzugefügte 

Eralt K aber ist eine durch den Schwerpunkt des Scbnitt«s gehende 
Druckkraft und erzeugt eine gleichmassig über die Schnittflädie 

vertheilte Druckspannung — . Diese vereinigt sich mit der aus 

dem BieguDgsmomente hervorgehenden Druckspannung zu der an 
dem Schnitt Überhaupt vorkommenden grOssten Druckspannung 




Nennt man / die stärkste Durchblegnng, welche in der Mitte 
der Länge l auftreten muss, so wird die überhaupt grösste an dem 
Stabe vorkommende Spannung die Druckspannung o" , deren abso- 
luter Werth 



1) 



- = ^' 



Man konnte erwarten, dass die unbekannte Durchbiegut^ / 
mit Hülfe der Gleichung der Biegungslinie zu ermitteln sein würde; 
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6. Eniekfestigkeit 61 

doch gelingt ein derartiger Versuch nicht, wie in Keck, Vorträge 
Über Elasticitätslehre, ausfQhrlich entwickelt wird. Der Qrund des 
Misserfolges liegt in dem Umstände, dass die Biegung nur eine 
Folge zufälliger Abweichungen ist, deren Grösse nicht zahlen- 
mässig feststeht, sondern nur aus der Erfahrung und den Umständen 
eines bestimmten Falles ermittelt werden kann. 

Bei den BelastnngsMlen Fig. 58 u. 59 nun haben wir die 
Durchbiegung / eines Stabes auf die Form 

1 o ?' b a l^ 

^ = T2£7 '•''''■ 481:7 
(Gl. 14 und 18, S. 46) gebracht, und auf ähnliche Form lässt 
sie sich auch in den einfachen, in der Tabelle auf S. 44 be- 
handelten Fällen bringen; es hat nur die Ziffer vor -= in jedem 

Fall ihren besonderen Werth. Daher können wir auch bei der jetzt 
vorliegenden Aufgabe mit einiger Berechtigung fe verhältni^leich 
mit l^, also etwa 

fe'=al' setzen. 

Da bei einem nachgiebigen, wenig steifen Stofle eine starke 
Durchbiegung eher erwartet werden darf als bei einem verhältnis- 
mässig starren Körper, so ist die Ziffer a eine in erster Linie von 
dem Material abhängige Verhältniszahl, und zwar darf der Er- 
fahrung zufolge etwa gesetzt werden: fKr Stabeisen a = 0,0001, für 
Gnsseisen und Holz a = 0,0002. Natürlich sind dies nur rohe 
Mittelwerthe; 'eingehendere Versache haben gezeigt, dass a nicht 
ganz allein von dem Stoffe, sondern auch in nicht ganz einfacher 
Weise noch von dem Längenverhältnis abhängt, doch kennen wir 
darauf in diesem Buche nicht näher eingehen. 

Hiernach wird dann aus Gl. l: 

Da der Stab die Freiheit hat, sich nach irgend einer Richtung 
auszubiegen, so muss man fQr vorstehende Gleichung den ungfln- 
stigsten Fall, d. h. fflr J den kleinstmöglichen Werth 
annehmen. Ist der Querschnitt z. B. ein Rechteck, d die kleinere, 
h die grössere Seite, so ist J= ^/nhd^ zu setzen in Bezug auf 
die zur Kante h parallele Schwerpnnktsachse. In der Richtung der 
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62 Erste Abtheilnng. A. Gleichgewicht elastisch-feBter Körper. 

kleineren Seite d ist dann die Ansbiegnng zu erwarten. Fährt man 
noch den zu J gehörigen kleinstmOglicbeD Irägbeitshalbmesser i ein, 
indem man J= Fi^ setzt, so wird 



-i{ 



j + l), oder auch mit 






3) 



- ■ H and K = 



Der Elammeransdruck n wird fgr ^ = zu Eins und wächst 
mit zunehmender Stablänge. Ist a" die zulässige Drnckspannung, 
so wOrde K : a" der bei einer Berechnung auf reine Drnckfestig- 
keit erforderliche Querschnitt sein. Der Zerknickungsfaktor 



a -72 + 1 giebt ( 



1 welchem Yerhftltnisse der Querschnitt 



Kg- 77. 



w^en der Möglichkeit des Zerknicken» vergrössert werden muss. 

Bei einem auf Knicken beanspruchten Stabe mnss die Quer- 
schnittsforiD zweckmässig so gewählt werden, dass bei gegebener 
Fläche F das Quadrat des kleinsten Trägbeitshalbmessers i mög- 
lichst gross werde. Man mnss den Querschnitt so anordnen, dass 
zwei zu einander rechtwinklige Symmetrie- 
achsen gleich grosses Trägheitsmoment liefern. 
Jede Abweichung von dieser Form würde 
wohl in einer Richtung die Steifigkeit ver- 
grössem, aber nur zum Schaden der Steifig- 
keit in anderer Richtung. Von allen recht- 
eckigen Querschnitten verdient also das 
Quadrat den Vorzug. Der Kreis kommt 
bei den naturlichen Baumstämmen zur An- 
wendung. Für die Verwendung von Eisen wird man hohlen Quer- 
schnittsformen (Ring, hohlem Quadrat) und gerippten Formen, 
z. B. dem Kreuzqnerschnitte mit gleichen Rippen (Fig. 77) den 
Vorzug geben. 






Beispiele: Für e 
schnitt ein Quadrat von 



1 Schmiedeisenstab Ton 100 om Länge, dessen Qner- 
oi Seit«, ist t'^2^ : 13, nnd der Zerknickangsfftktor 
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6. Ejiickfeatigkeit . Q$ 

Bn 700 "t zuläBsiger Diuckapumong wird daher di« znUsBige BelastoDg 

K= 2»- 700 : 4 = 700kK. 
Für eioen krenzfürmigen Qnerschoitt (Fig. 77) ist nach S. 34 



F=2dk — d^ = dhk~^y 



Bei der Berechmmg des Zerknickat^falitorg kann man (im Hinblick anf 
die Unsicherheit des Werthes a) wegen der Kleinheit von d : k anafihenid 
^^ d-h' 
* 12.2rf.Ji 



- = irj seteen. 



Es wird dami n = a24-75 + l; 

för Sclimiedeisen und I ^:= 20 ft ist n == 0,o< + 1 oder rund n = 2 . (Abnm- 
dangen sind bei der Bereehnang von n sehr angebracht.) Die Fläche F ist, 
B. B. fBr (i = 2,»™, Ä = 20, also i = 400™, 

J" = 2 ■ 2,» ■ 20 — 2,|ä = 93,7» i™ , 
mit a" ^ 700 wird dann die mläaaige Belastung 
_ 700 ■ 93,11 
3 
der Stab von Ousseieen, so wird a doppelt so gross, daher 

» = 1,« + 1 = 2,91, rund 3. 
jnt man wiederum a" = 7O0, so wird 

eine hohle Gusseisensäule von dem änsseren imd inneren Halb' 



ff=l -TS- = 328131«. 




mit r ^ 0,» R wird dann 



Ist dann noch I = 40 ß, so wird n ^ I,t . 

fi=10cffl, /=400™ und <r" = 700»t Uefert dann wegen /•= 59,m «'" 

Weiteres über Enickfestigkeit findet man in E e c k , Vorträge Ober 
ElastdcitEtslehre. 
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7. Drehungsfestigkeit 

a) Stab Ton kreisförmigem nnd kreisrinsfUrmiKci» dnersebnitte. 
Wird ein Cylinder an beiden Binden durch gleiche Eräftepaare 
von entgegengesetztem Drehsinn ergriffen, deren Ebenen rechtwinklig 
zar Cylinderacbsfl sind, so heben sich diese Paare am starren 
KCrper bekanntlich ohne Weiteres anf (Theil 1, S. 108); am 
elastisch-fest«n ECrper aber nur, 
wenn seine Widerstandsföbigkeit ^- '^ 

hinreicht and auch dann erst, 
nachdem eine entsprechende 
Formänderung stattgefunden hat. 
Diese Ponnändenmg besteht in 
einer Verdrehang; die einzelnen 
Querschnittsebenen verdrehen sieb 
derartig gegen einander, dass die 
nrsprfinglicb geraden Cylinder- 
seiten (z. B. AB) in sehr steile 

Schraubenlinien (z. B. AC) übergehen. (In Fig. 78 ist das links- 
seitige Ende des Cylinders festgehalten gedacht) Die Ver- 
drehungen der Querschnitte g^en einander sind 
als Gleitungen der einzelnen Querscbnittstheile auf- 
zufassen, mit denen das Auttreten entsprechender 
Schubspannungen verbunden ist Versuche haben 
femer gezeigt, dass Halbmesser eines Quer- 
achnitts auch nach der Formänderung noch gerad- 
linig sind. Daraus folgt, dass die Gleitung in 
der Achse bei (Fig. 79) Null ist nnd Verhältnis- 
gleich mit dem Abstände q von O nach aussen zanimmt. Da nun 
nach Gl. 1, S. 15 




Fig. 79. 




1) 



' (?• 



d. h. die Gleitung verhältnisgleich mit der Schubspannung ist, so 
muss auch die Schubspannnng mit q verhaitnisgleicb sein. Nennt 
man also die Schubspannung in den Abständen q und r von der 
Mitte Tp bezw. t, so ist (ähnlich wie für die Biegungsspannungen 
Gl. 1, S. 18) 
2) T :T = Q:r. 
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Tu. Drehungsfeatigkeit cylindrisclier Stäl>e. 65 

Nimmt man ans d«m kreisförmigen Qaerschnitt einen dflnnen 
Bing vom Halbmesser q und von der Fläche dF heraus, so tritt 
an diusem durchweg die gleiche Schubspannnng Vp in tangentialer 
Itichtung, d. ü. rechtwinklig zum Halbmesser q auf; das gieht für 
die Ringfläche dF eine gesammte innere Tangentialkrafl; dFxp^ 
welche in Bezug auf die Cylinderacbse «in Moment 

d^^TpdFQ liefert. 
Dies ist das der weiteren Verdrehung entgegenwirkende Moment 
des Ringes. Summirt man über den ganzen Querschnitt, so ist 
das gesammte Spannungsmoment mit Bücksicht auf Gl. 2 

welches dem vordrehenden Eräftepaare gleich sein muss. Wir 
können daher Wl unmittelbar als das Verdrehungsmoment bezeichnen. 
Der Werth S^Fq^ bedeutet (nach Theil 1, S. 270) das polare 
Trägheitsmoment J^ des Querschnitts in Bezug anf die Achse O 
des Stabes. Sonach wird ' 



3) 



vJf, 



Diese Formel ist ähnlich gestaltet wie die Gl. 3, S. 21, für 
die Biegnngsspannnng. Nur kommt hier das polare Trägheits- 
moment in Frage. 

Der Winkel d, um den sich der eine Querschnitt gegen einen 
um l davon entfernten verdreht, heisst der Verdrehungswinkel. 
Die Berechnung desselben folgt leicht aus Fig. 78, Die Abweichung 
der Schraubenlinie AC von der Geraden AB ist die der Schub- 
spannung T der äusseren Mantelfläche entsprechende Öleitung; 
daher wird der Verdrehungsbogen BC = yl. Weil aber auch 
BC=rd, so wird rd = yl oder 

G r 6J, 
(entsprechend Gl. 9, S. 43). 

Diese Gleichungen gelten fiir Icreis- und kreisringRlrmige 
Querschnitte. Für Vollkreise ist (nach Theil 1, S. 273) 7, ~ 'ft >■•», 
für einen Ring von den Halbmessern M und r 
Jo = V> (B' — i->)it. 
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Die Formeln 2 — 4 sind niclit nur för den rahenden Cylinder, 
sondern ancli fQr den gleichförmig um seine Achse sich drehenden 
Cylinder verwendbar, weil die dieser Drehnng entsprechenden Er- 
gänzungskräfte (Centrifugalkräfte) in den einzelnen Theilen des 
Körpers nur (meist unbedeutende) Zugspannungen hervorrufen. 

Maschineuwelle (Fig. 80) befinden sich zwei Zahn- 
einander. Am Umfange dee rechtsseitigen 



Fig. 80. 



Beispiel: Auf 

rüder im Abstände I 
vom Halbmesser = 40 «" 
Wirte eine Kraft Ä'=l 000 »J. 
Dadurch entsteht ein Dreh- 
moment SK = 40000"°i'B, 
welches durch ein gleiches 
Widerstandsmament am an- 
deren Zahnrade aufgehoben 
werden möge. Die zulässige 
SchnbEpanniing möge mit Kücksicht anf mögliche Unregelmässigkeiten der 
Bewegung nur ku t ^^ 'iOO >* angenommen werden, dann gilt flir den erforder- 
lichen WellenhalbmesBer r 

200 ■ V"-*^^ 40000 oder r = .'i™. 
Die ela«tiBche Verdrehung der beiden Zahnräder gegen einander beträgt (Ol. 4) 



-J-ÄSOtW- 



» = 



200 250 



oder in Graden 0*43', 



b) Stab Tttn rechteckigem Qnerecbnitte. 

So einfach die Drehungsfestigkeit eines cylindrischen Stabes 
zn berechnen war, so verwickelt werden ihre Verhältnisse bei 
Stäben anderer Querschnittsform. Ein fftr diese Untersuchung 
wichtiges Ergebnis folgt ans einer Eigenschaft der Schubspannungen 
an einem würfelformigen Körper. Denkt man sich ans einem 
Körper, der durch schiebende, parallel der 
Bildebene wirkende Kräfte angegriffen ist, 
einen Würfel von der Seite = 1 heraus- 
geschnitten (Fig. 81) und nimmt an, dass 
an der oberen Fläche DG eine wagerecht 
nach rechts gerichtete Schubspannung r auf- 
tritt, der an ,^.8 eine gleiche nach links 
gerichtete entgegen wirkt, so fordert das 
Oleichgewicht gegen Drehung, dass dieses Kräftepaar durch ein 
gleiches entgegengesetztes aufgehoben werde. Die ersten beiden 





Fig. 81. 
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7 b. Dreliim^festigkeit rootitockiger Stäbe. 



fi7 



Fig. 82. 



> 

C 

T_ A 



Fig. 83. 



Scbnbspannungen bedingen also das Auftreten gleich grosser an den 
Flächen ^1> und BC (Fig. 82). 

An den vier zu einer Ebene rechtwinkligen Seiten- 
flächen eines rechtwinkligen Parallelepipedes treten 
in den Richtungen parallel zu jener Ebene stets gleiche 
Schabspannungen auf. 

Gehört nun die Seitenfläche AD etwa 
der freien Mantelfläche eines auf Drehung 
beanapruchten Körpers an, so kann an dieser 
keine Schubspannnng auftreten, und damit 
wird .auch die in AB rechtwinklig zu 
der Mantelfläche gerichtete Schabspannung 
Null. Hiemach mQssen an einem solchen 
Körper die am äusseren Rande eines Querschnitts auftretenden 
Schubspannnngen nothwendig parallel der Begrenzung des Quer- 
schnittes sein. Ist aber ABOD (Fig. 83) der rechteckige Quer- 
schnitt des Stabes mit den Seiten AB = d, BG = h, wobei 
k^d, 30 kann an einer Kante, z. B. 
bei J) gar keine Schubspannung auf- 
treten, weil sowohl die zu AD, wie 
auch die zu CI> rechtwinklige Schub- 
spannnng verschwinden muss. Es folgt 
also das auf den ersten Blick über- 
raschende Ergebnis, dass die von der 
Achse des Stab^ am freitesten ent- 
fernten Querschnittstheile an den vier 
Ecken spannungslos sind. 

Über die Veränderlichkeit der 
längs des Randes eines Querschnittes 
auftretenden Schubspanuungen giebt die Grösse der Qleitung an 
den verschiedenen Stellen der Mantelfläche des Stabes Auskunft 
(8. CBach, Elastieität und Festigkeit). Versieht man die Mantelfläche 
äts Stabes mit einem Netze von Quadraten und beobachtet diese, 
nachdem die Verdrehung stattgefunden hat, so findet man, dass die 
Quadrate sich im Allgemeinen in Rhomben verwandelt haben. Die 
Abweichung der Rhomben von den Quadraten kennzeichnet unmittel- 
bar die Gleitung an den verschiedenen Stellen. Dabei bestätigt sich 
zunächst, dass an den Kanten ABCD die Figuren quadratisch 
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^S Erste Abtheilang. A. Gleichgewicht elaaÜBch-feater Körper. 

geblieben sind. Ferner ergiebt sich, dass die Gleitangen in den- 
jenigen Pankten E and G des ümfanges, welche der Achse am 
nächsten liegen, am stärksten, in den Mittelpunkten F nnd H der 
kurzen Seiten weniger stark aind. Die Spannungen sind mit den 
Gleitungen verhältnisgleich. Sind r und r, dio Schubspannungen 
an den Punkten E und H, so kann man diese den Entfernnogen 
von der Achse umgekehrt proportional annehmen, d. h. 
5) Tj:T = d:h. 

Längs der Seitenfläche AD mnss die Spannang nach einem 
stetigen Gesetze sich ändern; das einfachste der hier wahrschein- 
lichen Gesetze ist das parabolische, durch die über der Sehnä A B 
stehende Parabel dargestellt Nimmt man dies als gültig an, so 
wird für die Spannang t' im Abstände y von der Mitte: 
y'^ : V< A' = (t — t') : t: oder 

' aW- 

Ebenso wird in einem Abstände a: von der Mitte H der 
kürzeren Seite dio Spannung 

7) T*! = Tiil Tj-l, oder wegen Gl. 5: 

Von £ bis O und von H bis mnss die Spannung bis auf 
Null abnehmen, und es steht nichts im Wege, dafür ein gerad- 
liniges Gesetz anzunehmen. 

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt P der Koordinaten 
X nnd y, so kann man die dort herrschende Spannung zerlegen in 
r, und Tj rechtwinklig zu x und y. Man kann dann mit ziem- 
licher Wahrscheinlichkeit annehmen, dass r^ und t, in geradliniger 
Beziehung zn t" bezw. t/ stehen, d, h. 

9) T^:r' = x: '/2 d und 

10) Ty ; T,' ^ 1/; '/s A, oder 

-¥^('-*') - 

.2, ,, = 2,^,(l-i|^). 
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An einem FlSchentheilchen dF = dx ■ dy bei P wirken dann 
die inneren Er3fte T^dF und r^dF und liefern in Bezug auf die 
Achse O des Stabes das innere Sfoment {t^x -\- r^^yjäF. Daher 
gilt rar das Verdrehungamoment 

aJi = f(T^x + r^y)dF oder 

Nun ist SdFx^ = J^ das Trägheitsmoment in Bezug auf die 
Achse OH; JdFy^ <= J^ das Trägheitamoment auf die Achse OE; 

wird aber ^fdFy'' = tö*'^^ ^'^^^ ™'^' Tj multipUcirt, so entsteht 

daraus ■-^d'^h = -Jj. Endlich iat noch zu lösen 

SdFx^y^ = Sd.vdyx^yK 
Ein wagerechtor Flächenstreifen liefert hierzu den Beitrag 

+ 4 T 

y^dy {x'^div = 2y^dy \x^dx =3/'dT/Y5, 

~T * 

die ganze Fläche also 
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13) 

,„ 8 SW«! 3 3»*,. 

Bei einem auf seine Drehungsfeatigkeit bean- 
spruchten Stabe von rechteckigem Querschnitte tritt 
die stärkste Schabspannang t an denjenigen Punkten 
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der Umfangslinie anf, welche der Stabachse am 
nächsten liegen, nämlich in dem Abstände '/jd. Fflr 
die Drehnngsfestigkeit ist das auf die längere Mittel- 
linie bezogene (kleinere) Trägheitsmoment J^ = '/nhd^ 
massgebend. 

Beispiel: Bei einem Quadrate vdd der Seite d als QuerEchoitt ist 
beim Kreise yora Durchmesser d: 



Bei gleichem Querschnitt F ist also der Kreis, bei gleicher Breite (Durch- 
messer ^= Qaadratseite) das Qaadrat gegen W widerstandsfBliiger. 

Der Verdrehnugswinkel & eines Stabes von rechteckigem Quer- 
schnitte wäre nach der im Querschnittspankte E (Fig. 83) herr- 
schenden Spannung t nnd der daraus folgenden Gleitung y = T:G 

zu ~-^, d. b. mittels Gl. 13, S. i " ™' 

der im Punkte H herrschenden Spannung t, = r- aber zu 



" h ' 



G \k * CfJt ' 



In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des 
Querschnitts annähernd nm das arithmetische Mittel dieser beiden 
Werthe, d. h. es ist angeßbr 
,s. Vi 3 5KZ/-1 , 1 \ 

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zu einander rechtwinklig; 
die übrigen vom Mittelpunkte aas gezogenen Radien verdrehen sich 
um verschiedene Winkel und treten au3 der ursprflnglichen Quer- 
schnittsebene heraus, so dass diese in eine krumme Fläche Über- 
geht Bessere Übereinstimmung mit Bauschinger's Versuchen 
(Civilingenieur 1881, S. 115 u. f.) ergiebt sich noch, wenn man 
a/8 = 0,375 mit 0,3 Tertauscht, also setzt: 
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Nach Einführung von SR = -^t-^ (Gl. 13) wird hieraus 



8. Einfache Fachwerkbalken auf zwei Stützen. 

») Art der Berechunng der Spannkräfte. 

An Stelle der S. 23 und 28 behandelten B&lken, die entweder 
aus einem Stücke bestanden, oder, wenn auch ans Tfaeilen zusammen- 
gesetzt, doch einen möglichst stetig isusamnienh3ngenden Körper 
bildeten (S. 34) , kann man auch gegliederte Stabanordnnngen ver- 
wenden, zu deren Grundgedanken schon die Betrachtung der Gelenk- 
stangen-Verbindungen (Theil I, S. 185) gefQhrt hatte; es sind dies 
die einfachen Fachwerke. 

Ein einfaches Fachwerk besteht meist in einer Anein- 
anderreihung (Verbindung) von Oelenkstangen-Dreiecken, 
von denen je zwei benachbarte eine Seite gemeinsam 
haben. Wird ein solches Fachwerk auf Stutzen gelegt, deren eine 
nur in einer bestimmten (lothrechten) 
Sichtung Widerstände leisten kann, so ^'^' ^ 

bildet es einen Fachwerkbalken oder 
Fachwerkträger (Fig. 84). 

Eine Stange , welche durch zwei 
reibungslose Gelenke mit anderen ver- \a 1 ~~~t |p 
bnuden ist, erfahrt, wenn die äasseren 
Kräfte nur in diesen Gelenkpunkten angreifen, (nach Theil 1, S. 172) 
eine Spannkraft, deren Richtnngslinie in die Verbindungsgerade der 
beiden Gelenkpunkte fällt. Ist diese Verbindungsgerade dann zugleich 
die Mittellinie des Stabes, so wird letzterer nur auf reinen Zug oder 
Druck beansprucht, wobei sich die Spannung in günstigster Weise 
gleichmässig über den ganzen Stab vertheilt. Die gedrückten Stäbe 
müssen freilich auf Knickfestigkeit berechnet werden. Bei einem 
Fachwerke mit reÜJungslosen Gelenken und mit Kraftangriff in den 
Gelenkpnnkten liegen somit die inneren Spannkräfte der Stäbe nach 
Riditung und Lage fest, nur ihre Grösse muss noch ermittelt 
werden. 
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Besteht die Belastung nicht ohne Weiteres aua Kräften, die 
darcb die Gelenkpunkte gehen, soll etwa ein Fachwerkträger eine 
Brfickenbahn tragen, die durch MenschengedrSnge gleichmSssig be- 
lastet wird, 90 ordnet man besondere Zirischenbalken an, welche die 
unmittelbare Belastung 

aufnehmen und auf Ge- Kg. s'i. 

lenkpunkte des Fachwerks 
übertragen. Diese Zwi- 
schenbalken, welche in 
Fig. 85 oberhalb des Pach- 
werks gezeichnet sind, 
wiewohl sie häufig nicht 
in dieser HOhe li^en, werden, wenn sie auch in Wirklichkeit meist 
mit einander in Verbindung stehen, doch fQr die Rechnung stets 
als einfache, nur von Gelenkpnnkt zu Gelenkpunkt durchgehende 
kleine Balkenstücke behandelt Sind diese Zwischenbalken von 
Qbereinstimmender Länge X und auf die Längeneinheit mit p 
belastet, so erfährt der belastete Gelenkpunkt einen Druck P ^ ■pX. 
Diese Kräfte P ei zeugen die Stabspannungen des Fachwerks, wobei 
die Zwischenbalken nicht mehr in Betracht kommen. 

Die Gelenkpunkte heissen auch Knotenpunkte oder Knoten des 
Fachwerks. In solchen Knoten müssen auch die Widerst&nde Ä 
und B der Auflager angreifen, damit die Stäbe keine Biegungs- 
momente erleiden. (Eine derartige Anbringung der Auflager an 
den äusseraten Enden, wie in Fig. 85, erscheint dem Anfänger 
wohl zuweilen nicht genügend sicher; jedoch ist 7.u bemerken, dass 
die hier benutzten Figuren nur das Netz der Mittellinien des Fach- 
werks geben; bei der körperlichen Ausbildung des Balkens wird 
derartig verfahren, dass zu Bedenken dieser Art kein Grund mehr 
vorliegt, dass aber die Aufli^erkräfte dennoch durch die End- 
knoten gehen.) 

Die Stäbe, welche das Fachwerk oben und unten begrenzen, heissen 
seine Gurten (Oborgurt bezw. Untergurt) mit den Spannkräit«n O u. U, 
die dazwischen angebrachten Stäbe allgemein Wandglieder (weil sie 
eine volle Blech wand zwischen den Gurten ersetzen) ; lothreehte Wand- 
glieder heissen Ständer, Pfosten, Vertikalen mit den Spannkräften V. 
schräg gerichtete Wandglieder werden Streben oder Diagonalen 
genannt mit den Spannkräften D. £s ist rathsam, diese Kräfte 
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in dev Fignr als Zugkraft« einzarahren. Liefert dann die Bechnnng 
positive bezw. n^ative Werthe flir diese Kräfte, so kenDzeichnfHi 
sich dadurch wirkliche Zugkräfte bezw. Druckkräfte. 

Die Berechnung der Auflagerdrücke A und B geschieht ganz 
so wie bei vollen Balken auf zwei Stützen mittels der Momenten- 
gleichungen, da nach S. 4 auch für beliebige 
Körpergruppen die Gleichgewichtsbedingungen Pig. 86. 

starrer KOrper Gültigkeit haben. 

Zur ÄufÜndun^ der einzelnen Stabkräfte 
zerl^ man durch einen Schnitt das Fachwerk 
in zwei Theile, bringt an den Schnittstellen 
der Stäbe die Spannkräfte derselben an und 
stellt für einen der beiden Theile, z B. ftlr 
den linksseitigen {Fig. 86), die Gleichgewichts- 
bedingungen auf Bei Kräften in der Ebene kann man drei von 
einander unabhängige Gleichungen anschreiben, kann also für einen 
Schnitt auch drei Spannkräfte, die nicht durch einen Punkt gehen, 
daraus berechnen. Bei dem hier nur zu behandelnden einfachen 
Dreiecks-Fachwerke lassen sich sämmtliche Stäbe durch Schnitte 
erreichen, die im Ganzen nicht mehr als drei Stäbe treffen, so dass 
die Spannkräfte statisch bestimmbar sind. 

Bei der Anwendung der drei Gleichgewichts -Bedingungen in 
der ursprunglichen Form (Gleichung der wagerechten Kräfte, 
Gleichung der lothrechten Kräfte, Gleichung der Momente fttr 
ii^end einen Punkt) auf einen Fall, z, B. den der Fig. 86, würden 
in jeder der drei Gleichungen die drei Unbekannten 0, D und V 
vorkommen. Zweckmässig ist es, wie auch schon in anderen Fällen 
(Theil 1, S. 160) geschehen, die Kechnnng so einzurichten, dass 
man für jede unbekannte nur eine Gleichung bekommt Dies 
wird in solchen Fällen, wo O, D und ü verschiedene Richtungen 
haben, erreicht, wenn man nur Momentengleichungen anschreibt 
und zum Drehpunkte jedes Mal den Schnittpunkt derjenigen beiden 
Stäbe wählt, deren Spannkraft vorläufig nicht verlangt wird. Dies 
ist der Grundgedanke des Vor&hrens von A. Uitter (Zeitschrift 
des Architekten- und Ingenieur -Vereins zu Hannover 1861, S. 412). 
Zur Berechnung der Spannkraft (Fig. 86) stellt man für die am 
linksseitigen Trägerstücke wirkenden Kräfte die Momentengleichung 
in Bezug auf den Schnittpunkt K von _D und U auf; dann kommen 
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I> nnd U in dieser Oleicbang nicht vor, weil sie beide das Moment 
Null haben, und man hat für eine einzige Gleichung ersten 
Grades. 

b) Dachträger. 

Beispiel 1: Berechnung der Spannkräfte eines belgischen 

Dachtiäger« von 16 m Spannweite. Die Anordnung des Trägers zeigt 

Fig. 87 a. Im GrundriBse (Fig. 87 b) mögen die Träger A, Bi und A.^ B^ um 

AjA^ = 4= von einander abstehen. Die Spannweite werde durch sog, Pfetten, 

Fig. 87. 
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die über den Knoteuponkteo des Obe^urte liegen, in acht gleiche Theile von 
2 1» getheilt Da die gleichmässige Belastung des Orundriases der Bachfläche 
sich gleichmäsBig Ober die Pfetten vertheilt, und da die Pfetten fia die Be- 
rechnung als Eiozelträger (nur von Dacbträger zu Dachträger reichend) an- 
gesehen werden, so erkennt man leicht, dass ein beliebiger Knoten G des 
Obergurta die Last in tragen hat, welche auf das im öruudriBse punktirte Recht- 
eck von 2mX4™ = 8i"i entfällt Rechnet man als Gesammtlast (einschl. 
Schnee- und Winddruck) ISOtg für 1 1» Gnmdflfiche, ao ei^ebt sich 
/'= 180 8 = lUOkü als La8t jedes Knotens des Obergurts. Die halb 
so grosse Belastung, welche auf die Endpunkte A und B kommt, beeinflusst 
wohl den Druck auf die stützenden Wände, bringt aber, weil sie unmittelbar 
äuf die Stützpunkte Qbertrageu wird, in den Fachwerketäben keine Spannkr^ 
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hervor und bleibt deshalb bei der Berechnung der Stabkräfte am besten 
ganz ausser Betracht. Hiernach befinden sich auf dem Träger sieben gleiche 
Lasten P in gleichen Abständen, so daaa jeder Anflagetdmct J := B = 7^ i" 
wird. Es ist zweckmSssig, die Knotenlast im Laufe der Rechnung noch all- 
gemein mit P zn bezeichnen. Am Schlüsse kann dann daf^ der Zahlenwerth 
1440 kE eingeführt werden. 

Die beiden Gurte sind durch St&be, rechtwinklig zum Obergurt, mit 
einander verbunden, deren Spannkräfte wir, wenn sie auch nicht lothrecht 
stehen, doch mit K bezeichnen wollen. Die Spannkräfte der dazwischen ein- 
gelegten Streben mögen J> heissen. 

Der Obei^rt habe eine Neigung tg a = 0,i gegen die W^erechte; das 
g^ebt a = 36°34', co8a^=0,sB4, aeca^= l,iit-, dann ist der Abstand zweier 
Lastpunkte, welcher wagerecht gemeai^en 2 ■» beträgt, in der Richtung des 
Obergnrte j4E= 2 ■ 1,li» = 2,j*iin. 

Der Untei^rt habe eine Neigung tg (S ^ '/• gegen die Wagerechte ; 
dies giebt jS^g'as', sin;?=0,iM., cos(9 = 0,.an, aecj3=l,(ni. Der 
Winkel y =^ EAF zwischen beiden Gurten beträgt hiemach 17 °6' mit 
COB Y ^ 0,Mis, sec ;- i^ 1,««, tg r ^ OjSin«. 

IReraus bestimmt sich EF ^ AE ■ tg j- = 2,iss - 0,mi« = O,«!", mithin 
aH= 2 ■ 0,188 = 1,576 und JK= 3 ■ 0,«si = 2,«.. 

E^r die Tb eile des Untet^furts gilt dann; ÄF = AEeec ir^%vis • l,ois 



Die Ermittelung der Spannkräfte soll an dem dritten Fache von links, 
OJKH, gezeigt werdea Fuhrt man einen Schnitt dnxch dasselbe, welcher 
das ObergnrtstQck 
GJ, die Strebe HJ 
und das Untergurt- 
stück Hit trifft, so 
betrachtet man das 
links vom Schnitte 
verbleibende Stftck 
(Pig. 88), bringt an 
den Schnittstellen 
die als Zugkräfte 
gedachten Spann- 
krfifte 0,, D^ und 
U-i an und stellt fUr 
das Gleichgewicht 
des linksseitigen 
Abschnittes drei 

Homeoten- 
Gleichongen auf. 

Zur Berechnung 
Urehpunkte. 




U^ dient der Schnittpunkt J von l 
Dann ist J^X^K der Hebelarm -von f^. 
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JM^JK cos;-^2,Mi ■ 0,«!« = l,«;»". Der wagerechte Abstand der Ejioten- 
imnkte des Obergiirte beträgt 2 m, daher iBt ^c ^ 6 ■", während die Lasten bei 
R and G die Hebelarme 4 bez«. 2 ™ haben. Es iat empfehlenawerth, beim 
AofBchreiben der Momenten - Gleichungen eine bestimmte Reihenfolge fert- 
zusetzen, uni sich vor Aaslassnngen zu bewahri^n. Wir echreiltcn stets zuerst 
da« Moment der gesuchten Spannkraft, dann dasjenige des Auflagerdrucks und 
acbliesalich diejenigen der am betrachteten TrSgerstücke Torhandenen Lasten 
Also = — tr, ■ l,tJ3 + 3,1 P . 6 — /• . 4 — /' . 3, 

woraus man leicht Ü3 = + 7,m /" 

findet; das positive Zeichen bedeutet eine Zugkraft. 

Zur Berechnung von O.^ dient der Schnittpunkt H von ü^ und D^ als 
Drehpunkt. Es ist AH = ^AF^AjiK. Der wagerechte Abstand «' des 
Drehpunktes vom linksseitigen Auflager ist dann 

der Hebelarm von 0., aber flff= l,an-, mithin 

= 0:,- l,iT< 4- 3,11 P ■ 4,M — P ■ 0,n — P ■ 1,^ und daraus 

0.1 = — 9,40 P. 

Zur Berechnung von D.^ dient der Punkt A als Drehpunkt Fällt man 
von Ä eine Winkelrechte AN auf die Richtung von ßj, so'ist AN =^ AJ »ra a. 
Nun ist^/=3J£=6,Ji.; tg« = ÖÄ: G/=öff : J E= l,»7s: 3,!3i = 0,.ii, 
dem ein Werth sin e = 0,1» entspricht, mithin 

.,1JV=6,TH ■ 0,m = 3,ni. 

Dann wird, weil der Anflagerdruck den Hebelarm Null hat: 
= — Z)^ ■ 3,111 + i* ■ 2 + P ■ 4 , 
mithin D^ = l.iois P. 

Zui Berechnung der Spannkraft V^ in dem Ständer OH muss man einen 
Schnitt führen, der ausser diesem Ständer nur noch zwei Stäbe trüB. Dieser 
Bedingung genügt ein schräger, etwa in der Richtung der Streben geführter 
Schnitt durch O, und U^ , wenn wir 
der Kürze wegen die Stäbe mit den 
Buchstaben ihrer Spannkräfte bezeichnen. 
Ks entsteht dann ein linksseitiger Ab- 
schnitt nach Fig. 89. Als Drehpunkt 
ist wiederum A zu wählen. V^ hat 
den Hebelarm AG ^ 4,<7a, und man 
hat die Momentengleichung 

= K, - 4,41« + /■ - 3 + P . 4 
und daraus \\ =^ — \,ti P. 

In gleicher Weise, wie hier für die Gruppe U,, 0^, D^ und Kj gezeigt, 
hat man die Berechnung der übrigen Spannkräfte der linksseitigen Hälfte des 
Trägers durchzuführen ; die Spannkräfte der rechten sind dann der linken 
symmetrisch. 
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Pöhrt mao echUeasUch r= 14401« ein, so wird fT, = 109441«; 
Os = — I353ekK; Di = + 2458kg; V.. = — 19731«. Will man die Stäbe 
ans Schmiedeiaen herstellen, so erfordert, bei 700*t znlSaaiger SpanniiDg, 
6", einen Qaerschnitt von 10 944 : 700 = iD.sBqo™, D., einen solchen von 
2458 : 700 = 3,ii 1™, wofflr miin nrnd Iß g™ bezw. 4 lom wählen wird; dabei 
ist die QuerBchnittafonn gleichgültig. Bei den 
gedrQckten Theüen aber, die auf Knickfestigkeit Fig. 90. 

IQ berechnen sind, sind anoh die Länge und die ^ «j'^W-n 

QuerBohnittaform von Bedeutung. 

Der Stab O, hat eine Länge i = 223,9«-. 
Er werde gebildet ans zwei ungleichschenfcligen 
Winkeleiaen 10 . 6,i • 1 c" (Fig. 90). 'fheilt man 
den QnerBcimitt des einen Winkeleisens durch eine 
lothrcchte Gerade in die beiden Flächentheile 5,> 
und 10 «cm, deren Schwerpunkte um i.i cm in 
lothrechteiu Sinne von einander abstehen, so ist 
nach Ql. 14, S. 25, das Trügheitanioment des einen 
eine w^erechte Schwerpunktsachae 



Winkeleiscns in Bezug auf 



-Ä''. 



+ H ' '»' + 5 



mithin ist das Quadrnt des Trägheitshalbmesscrs 

i' = J: F= 156: l,%t = : 



(1)*_50«. 

Dieses A'erhältnis bleibt auch gültig fUr den aus zwei Winkdcisen bc' 
stehenden Querschnitt Die znlfissige Dmckbelastnng des Stabes in der Titn^- 
richtnng ist daher nach Gl. 2, S. 62 



K = 



2 . 15, 



. 700 



+ -P" 



d. h. 



l+T 



5041 

10 000 

rund Ä"= V» - 31 ■ TOO = 144671*. Gegenüber einer wirklichen Druckkraft 
von 13522^ ist also genügende Sicherheit vorhanden. 

Der Ständer I'^ von 137,* '^^ Länge werde in Ähnlicher Weise aus zwei 
Wiukeleben 6 • 4 ■ 0,« cm gebildet Dann ist für eines dieser Eisen J== 20; 






i: 



2 - 5,« 



= 73, und 
700 



Diese zulässige Dmckbelostung ist, gegenüber der wirklichen Belastung 
mit 1930^ reichlich gross; man wird aber wegen der Nietverbindungen einen 
kleineren Querschnitt nicht wählen. 
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Bei der obigen Berechnung der Spannkräfte war die Ennitteluög der 
Stablängen und Hebelarme die zeitraubeudst« Arbeit In den meisten 
Fällen wird man diese Längen auB einer genauen Zeichnnng 
des Trägerneties abgreifen und dadurch viel Zeit ersparen 
können Es ist nicht zu empfehlen, bei derartigen Rechnungen eine weit- 
gehende zitfermässige Genaaiglieit anzustreben. Denn bei der schliessbchcn 
Beatimmnng der Stabquerechnitte richtet man sich nach den vorhandenen 
Eisensorten und muss dahur häufig nach oben hin abrunden. Auch kommen 
bei der Aosilhrnng ebenso leicht kleine Fehler Tor wie beim Abgreifen von 
einer Zeichnung, Endlich aber ist die ganze Berechnung nnt«r Annahme eines 
Qleichgewichtsiustandes doch nur eine Annäherung, mit der man die wirk- 
lichen Spannungen keineswegs genau ermitteln kann. Hätt« man in den obigen 
Zahlenrechniingen die Hebelarme auf Decimeter abgerundet, ao würden sich die 
Spannkräfte ^,= 1081)018; 0„= — 131681b; i>j = 246i)ie; Vi = -n20bi 
ci^eben haben; dieEisenstirten würden eine Änderung nicht zu erfahren brauchen. 

Am GChnellatea ergeben sich die Spannkräfte solcher einfach geformten 
Dachträger mittels eines rein zeichnerisch hergestellten Kräfteplanes 



Fig. 91 




(Fig. 91b). Bezeichnet man, wie auf S. 75 die Knotenlast mit P, so ist der 
Auflagerdruck A = 3,iP. Diese S'/i Lasten P sind durch TF=A dar- 
gestellt, mit den Theilen FJ= JK= KL=^ P und 
LT=^^/%P. Man muss nun mit den Schnitten im 
ersten Fache am Auflager A beginnen, indem man 
(Fig. 93) Ol und 17, durchschneidet, dann mfissea A 
Ol und Ui im Gleichgewichte sein, also ein ge- 
schlossenes Krafteck bilden. Zieht man durch T 
(Fig. 91b-) eine Parallele zum üntergnrtstab f, , du 



Fig. 92. 



Parallele 



;. Goo'^lc 
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s beetimint siod, fährt man 
iDbekannte Spannkräfte 




zum Obergnrtatab 0^ , so echneideii sich beide in 4*-, TFM ist das ge- 
schlossene Erafteck, mithin ist FM die Girdsse von 0,, Jf 7* die Grösse von ü^, 
beide nach dem MafEstabe gemessen, in welchem P = FJ ist. In dem Er^teck 
TFM müssen die Er&fte Ubereinstimmendeii Umfahrongssinn haben. Da nun 
die Pfeilspitze des Äuflagerdmcks A von T nach F weist, so rnnsa Oj von F 
nach M, Ui von M nach T weisen. Diesem entsprechend sind die Pfeile 
bei 0, ond Ut angebracht Überträgt man diese Pfeilrichtungen nun nach 
Fig. 93 tu die Schnittstellen, so erkennt man, dass O, ein Druck, t', ein 

Nachdem so die Spannkräfte des ersten Fachi 
einen weiteren Schnitt, doch so, dass nur zwei ne 
auftreten. Man legt daher den Schnitt durch den 
soeben behandelten Stab CT, und ausserdem darch 
l^i und 0, (Pig. 93). Dann müssen die neuen unbe- 
kannten Kräfte V, und Oj den bekannten: U,, A, 
P, das Gleichgewicht halten, also mit ihnen wieder 
ein geschlossenes Erafteck bilden. Wir betrachten M 
(Fig. 91b) als Anfangspunkt mit ifr=üq, TF=A, 
FJ=P, ziehen von J ans eine Parallele zu Oj , 
zu V^, welche beiden sich in JV schneiden. Dann ist JN 
Der Umfahmngssüm istr MTFJNM. Über- 
trägt man die so bestimmten Pfeüricbtungen 
von 0, ond F, an die SchnittsteUen in Fig. 93, 
so erkennt man beide als Druckkräfte. 

Für den nichsten Schnitt behält man non 
Oj bei und fllhrt ihn ausserdem durch D^ und 
(7, (Fig. 94), Die bekannten TheUe dos jetzt zn 
benutzenden Krafteoks sind A = TF, P ^= FJ, 
Oj =: JN. Zwischen die Punkte JV und T sind 
Uf einzulegen. Eine von T aas gezogene Parallele 
sammen, JVQ || £)[ bestimmt daher den Punkt Q, 
<iT^ (7]-, beide erkennt man als Zagkräfte. 

Die der Bcihe nach zu führenden Schnitte sind im Zickzack derartig 
anzuordnen, dass jeder neue Schnitt ein vorher schon untersuchtes Gurtstück 
nochmaU trifft und ausserdem zwei neue Stäbe. Hiemach setzt sich der leicht 
veretändliche ErSfteplan (Fig. 91h) fort Zu beachten ist nur, dass Uy, V^ 
und U^ theilweise auf einander fallen, d. h. verschiedene Anfangspunkte, aber 
gemeinsame Endpunkte T haben. Die Druckkräfte sind im Eräfteplane durch 
Doppellinien hervorgehoben. 

Weiteres über Eräftepläne für Pachwerk findet sich in Eeck, Vorträge 
über Graphische Statik, S. C5 u. S. 



von M ans eine Parallele 



Pig. 94. 




1 die neuen Kräfte D^ und 
i Cj faut mit TM zu- 
id es ist iVQ = Z), , 



Beispiel 2: Berechn 
sehen Dachträgers von 
Spannkräfte 0, , U, , F, , 0^ 
beim belgischen Dachträger, 



mg der Spannkräfte eines Wiegmann- 
6" Spannweite (Fig. 95). Die Berechnung der 
Z>[ und TJ^ erfolgt ganz in derselben Weise wie 
und wenn, wie wir annehmen, die Neigungen 
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von Ol, Oj , Uj nnd U^ dieselben sind wie bei jenem (Fig. 87), so werden 
bei' gleichen Lasten P auch die Spannkräfte für die genuinten Stäbe dieselben 
sein. Bei den St«ben 1',, 0,, D^, D^ und I', ist es aber nicht möglich, 

von oben bis unten Schnitte so zu flihren, dass der Schnitt nnr drei 

Fig. 95. 




Stäbe zerschneidet^, vielmehr ist die Zahl der vom Schnitte getrofienen Stäbe 
eine grössere, Qleichwohl sind die Spannkräfte auch dieses Trägers in 
leichter Weise zu finden; nur muss ^r Vorgang etwas 'abgeändert werden. 

Man legt zunäclist einen Schnitt (ii, durch 0^, D, und f, und wählt 
den Schnittpunkt C der beiden ersteren zum Drehpnnkte. Der Hebelarm 
von L\ lässt sich leicht abgreifen oder berechnen und beträgt, anf Gmnd der 
Bemerkung auf S. 78 nach Pecimetem abgerundet, S,)"". Dann plt : 
= — üj ■ 3,. + 3,1 /• . 8 — /" ■ 2 - /* ■ 4 — /• . e oder ü^^bP. 

0, und Z>, findet man in gleicher Weise, indem mau den Schnittpunkt 
von Di und (/, bezw. von 0, nnd 14 zum Drehpunkte wählt. 

Nun führt man einen Schnitt *.», durch 0„ D^, D^ und U^. WeU U^ 
schon berechnet ist, treten an diesem Schnitte nun drei unbekannte Spann- 
kräfte auf. Um beispielsweise D, zn berechnen, benutzt man den Schnittpunkt 
C von O-, und D^ als Drehpunkt und behandelt die schon bekannte Spannkraft 
U^ in der Momentengleichting wie eine gegebene Kraft, Der Hebelarm von 
P-i wird 1,), und es gilt: 

= - Z»-, ■ l,ä — ^3 . 3,< + 3,1 /> . 8 — P ■ 4 — P ■ 6 , mithin 
D.. = i,uP. 

Filr die Berechnung von 0.,, dient der Schnittpunkt von D.^ und ll,, für 
die von />, der Schnittpmikt von Dj und O3 zum Drehpunkte. 

An dem Schnitte $^i.^ kommen die Spannkräfte 0,,,, O,, Fj und 0^ vor, 
von denen nnr noch V^ unbekannt; wählt man A zum Drehpunkte, so ver- 
schwinden O, und U, ans der Momentengleichung, und die bekannte D^ wird 
wie eine gegebene Kraft behandelt 

Ein schräger Schnitt durch 0^, r„ I*^ und fj und die Wahl des Punktes 
C zum Drehpunkte führt nun auch leicht za der einzigen noch fehlenden 
Spannkraft V'„ jedoch erkennt man leicht, dass T,, ebenso wie V",, gleich 
— F coB a sein muss. Führt man nümlich um den oberen Endpunkt von 1', 
einen kreisförmigen Schnitt, so trennt man dadurch das in Fig. 96 besonders 



oyCoOt^lc 



8c. Ungünstigste Belastlingeart einfacher Fachwerke. gl 

gezeichnete Stück ans dem Träger heraus. Dieses muss anter Einirirknng der 

Kräfte P, 0,, 0, nnd K, im Gleichgewichte sein. Zerlegt man aber F nach 
der Sichtung von K, and rechtwinklig dszn in 

Pcosa bezw. P sin a, so mnss in ersterer Fig. 96. 

Richtung stattfinden: , ^^ 

/■ cos a + l^s = oder 
r, = — /> cos a . 




(Pur F", gilt dieselbe Figur.) Nach diesen An- 
gaben kann es dem Loser keine Schwierigkeiten 
machen, die sämmtlichen Spannkräfte der linken 
Hälfte des Wiegmannschen Bacbträgers zahlen- 
mäasig auszurechnen. Dem Anfänger ist 

dringend zu rathen, nach FiühruDg eines Schnittes das links daron befindlich« 
Trägerstück jedes Mal mit den daran auftretenden Kräften besonders aalzn- 
zeicbnen, weil dadurch die sichere Aufst«Uung der Uomentengleichnng sehr 
erleichtert wird. 



c) Ungänstigste Belastangsart 

In den vorstehend berecbneten Beispielen wurde nnr eine 
bestimmte Belastnngsart roraosgesetzt, es wurde angeuommen, dass 
jeder BelastungspODkt eine Last P trage, die aus der stärksten 
überhaupt vorkommenden Belastung der DachflScbe abgeleitet ist. 
Diese Yoraossetznng trifft für die zwei eben behandelten Dachtrftger 
zu, wie S. 84/85 sieb erweisen wird. Für anders gestaltete Fachwerke 
trifft sie aber nicht allgemein zu, vielmehr wird sich zeigen, dass 
in manchen Stäben des Fachwerks die Entlastung gewisser Enoten- 
pankte eine VergrOsserung der Spannkräfte herbeifQhren kann. 

Es muss deshalb unterschieden werden zwischen der ständigen 
Belastung, die von dem Eigengewichte des Bauwerks und aller 
damit fest verbundenen Theile herrührt, und der beweglichen Be- 
lastung, die bei Dachträgem ans dem Gewichte einer Schneelage 
und dem Drucke des Windes, bei Brückenträgern aus dem Gewichte 
der die Brückenbahn befahrenden Lokomotiven, Wagen u. dergl. 
oder von dem Gewichte der auf der Brücke Platz findenden 
Mensehen (Menschengedränge) und Thiere besteht Beide Arten 
von Belastungen sollen annäherungsweise als gleichförmig vertbeilt 
angesehen werden; die ständige Last werde mit g, die bewegliche 
Last mit p für die Längeneinheit des Trägers bezeichnet, so dass, 
wenn der wagerechte Abstand der Lastpunkte = /l ist, die ständige 

EiDk, Ueeliuut n. 6 
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Enotenlast G = ffi, die bew^licfae Knotenlaat P = pX wird. 
Die Lasten G sind stets vorhanden, die Lasten P können auch 
fehlen. Jede Enotenlast kann daher entweder nur ans Ö-, oder 
aus (? + i* bestehen. 

um nun die Einwirkung beweglicher Lasten anf die an irgend 
einem Schnitte es auftretenden Spannkräfte za erkennen, denken 
wir nns irgend einen Knotenpunkt links bezw. rechts vom Schnitte 
mit einer beliebi- 
gen Last P bezw. Fig. 97. 
Pi versehen (Fig. 
97). Diese beiden 
Lasten treten in 
den Momenten- 
gleichnngen, die 
man etwa für das 
links vom Schnitte 
liegende Trftger- 
stflck aufstellt, in 
verschiedener Weise auf: beide liefern einen Beitrag zu dem Anflager- 
dracke A und haben hierdurch mittelbar Einflnaa anf die Spann- 
kräfte des Schnittes; die linksseitige Last P gehört aber zu den 
am betrachteten Trägerstücke wirkenden Eräften ond erscheint als 
solche auch noch unmittelbar in der Momentengleichung, während 
dies fflr Pi nicht zutrifft. Aus diesem Grande mflssen Lasten links 
und rechts vom Schnitte bestimmt aus einander gebalten werden. 
Die beliebigen Knotenlasten P und P^ zu beiden Seiten des Schnittes 
seien um u und u^ vom linken bezw. rechten Aaflager entfernt. 
Dann ist der linksseitige Auflagerdruck 




1) 



A = P 



l 



l ' 



Zur Berechnung der Spannkraft O im Obergurt dient der 
Funkt K des Untet^urtes Im Abstände x von der linksseitigen 
Auflager - Lothrechten als Drehpunkt, und es gilt die Momenten- 
gleicbung 

= 0r + Ax — P(x^u) oder nach Gl. 1: 



-Or = Pw — Pjx + Pi-^c 



-Px + Pv , 
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«rgiebt. Da nun ic^l, so haben die beiden {rlieder der rechten 
Seite fibereinstimmende Vorzeichen. Zu der Druckkraft — O in 
irgend einem Theile ^es Obergurtes trafen also Lasten links und 
rechts vom Schnitt in übereinstimmender Weise bei. Gleiches 
findet man leicht bezüglich der Zngkratt U im Untergurt. Die 
Zugkräfte im Obergnrt und die Druckkräfte im Unter- 
gurt werden daher am grSssten, wenn alle Lastpankte 
möglichst stark belastet sind- 

Für die Strebe D liegt der Drehpunkt L im Schnittpunkte 
der Eichtungen der vom Schnitte mitgetroffenen Gurtstücke. Die 
Momentengleichung lautet: 

O^Dt — Aw + Piw + u), mithin 

I)t = Pw — ^w + ^^w — Pw — Pu 

Hiernach liefern die Lasten P und Pi zu D Beiträge von 
entgegengesetztem Vorzeichen. Eine Last rechts vom Schnitt 
«rzeugt in der Strebe Zugkraft und umgekehrt. Belastungen links 
und rechts vom Schnitte vermindern sich also gegenseitig in ihrer 
Wirknng. Soll nun die Zugkraft in den Streben so gross wie 
möglich werden, so muss man die Lasten von positivem Einflüsse, 
d. h. die rechtsseitigen, möglichst gross machen, und umgekehrt. 
Hechts vom Schnitte wird man daher die Lastpnnkte durchweg mit 
ständiger und beweglicher, O + P, links vom Schnitte nur mit 
ständiger Last G versehen. Die Druckkraft in den Streben wird 
am grössten bei entgegengesetzter Belastung, d. h. wenn links vom 
Schnitte volle Lasten G + P, rechts nur ständige Lasten G wirken. 
Solche Anordnung der Lasten nennen wir einseitige Belastungen. 
Dies gilt fär eine von links nach rechts fallende Strebe; für eine 
nach rechts ansteigende bt alles entgegengesetzt, weil das Moment 
einer solchen Strebe entg^engesetzten Drehsinn zeigt Li^ der 
Schnitt näher an dem rechtsseitigen Auflager, so kann der Dreb- 
pnnkt L rechts von der Spannweite liegen. Dies ändert aber, wie 
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man leicht findet, nichts an den vorstehenden Ergebnissen; diese 
bleiben gültig, so lange der Drehpunkt ausserhalb der Spann- 
weite AB liegt 

Anders verhält sich die Sache, wenn der Drehpunkt L fflr 
eine Strebe im Innern der Spannweite liegt (Fig. 98). Dann ist 

= — Dt + Aw + P{u — w), 
oder mit Benutzung von Gl. 1 : 



i)( = 



Pw 



^ + ±^«, + p« 



-Pw 



II 



- p, «I 



Weil bei der jetzt angenommenen L^e von L die Länge w 
stete ^ l, so werden in der letzten Gleichung beide Glieder der 
rechten Seite positiv, so dass nun, wie bei den Gurtstäben, Lasteo 

Fig. 98. 




links und rechts vom Schnitte Wirkangen von übereinstimmendem 
Torzeichen hervorbringen. Ob eine bestimmte Last in einer be- 
stimmten Strebe gerade Zug oder Druck erzeugt, ist für deren 
Abmessung nicht entscheidend. Es kommt nur darauf an, zu 
wissen, ob ein Stab auf volle oder anf einseitige Belastung be- 
rechnet werden muss. Im letzteren Falle sind dann in der Begel 
zwei Belastungsiälle zu untersuchen : in dem einen befindet sich be- 
wegliche Belastung nur auf der lioken Seite, im anderen nur auf 
der rechten Seite. Für Ständer, die nur besondere Fälle von Streben 
sind, gelten dieselben Gesetze. 

Bei den meisten Fachwerkfdhnen li^ der für die Wandglieder 
(Streben und Ständer) massgebende Drehpunkt ausserhalb der Spann- 
weite; der andere Fall kommt seltener vor. 
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Daher hat man den Satz: 

Die Spannkräfte der Wandglieder eines einfachen 
Fachwerkträgers auf zwei Stfltzen sind, wenn der mass- 
gebende Drehpunkt ansserhalb der Spannweite liegt, anf 
einseitige Belastung (das eine Mal rechts, das andere 
Mal links vom Schnitte) zn berechnen; wenn aber der 
Drehpunkt zwischen die Auflager-Lothrechten fällt, so 
muss die Berechnung (wie bei den Qnrten) fQr rolle 
Belastung erfolgen. 

Fällt der Drehpunkt in die linksseitige Auflager-Lothrechte, so 
ist dies ein Grenzfall, der nach Belieben zu der einen oder anderen 
Gruppe von Fällen gerechnet werden kaon. Man würde hiei'nach 
die betreffende Strebe auf einseitige oder auch auf volle Belastung 
berechnen dflrfen. Beide Berechnungen f&hren nämlich zn dem 
gleichen Ergebnisse. Irgend eine Last J*, 
rechts vom Schnitt wirkt auf den links- ^' 

seitigen Abschnitt nur mittelbar durch 
seinen Beitrag zn dem Auflagerdruck A 
ein (s. S. 82). Da aber der Auflagerdruck 
A in Bezug anf den in seiner Richtungs- 
linie li^enden Drehpunkt das Moment Null hat, so haben rechts- 
seitige Lasten auf die betreffende Strebe D überhaupt keinen Einfluss 
(Fig. 99); eine einseitige Belastung links vom Schnitte hat deshalb 
dieselbe Wirkung, wie eine volle Belastung; und da die Rechnung 
mit voller Belastung bequemer ist, so kann man diese, die für die 
Gnrtkräfte massgebend war, auch für Ständer und Streben verwenden. 
Die für volle Belastung durchgeführte Berechnung des in Fig. 87, 
S. 74 und Fig. 95, S. 80 dargestellten Dachträgers war daher richtig. 
Für die Streben des Mittelfaches aber musste volle Belastung 
vorgenommen werden, weil für diese der Drehpunkt zwischen den 
Auflager-Lothrechten liegt Über sähiefe Belastungen durch Wind- 
drnck s. Keck, Graphische Statik, S. 70. 

d) Parsboliscber Fachwerktr&ger. 

Bciipiel: Parabolischer Fachwerkträger von i = 24n> Spann- 
weite und äb =^ 3 " Höhe in der Mitte. Der Obergnrt sei gerade, der Unter- 
gurt einer Parabel eingegchnebea. Die Spannweite sei durch Ständer in sechs 
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gleiche Fache von der Länge -i = 4 " getheilt (Fig. 100). Für die StäDder- 
höhen h gUt dann die Parabelgleichung (b. Theil 1, S. 183) 



er Alistand eines L > ' [ 

:7TT ^'^KH^^ 



wird * = p/s 3*/» 

Für jeden der fönf Lastpunkte des Obei^rta S' 
= 2000"« = 2*, die bewegliche /-= 100001«= 10 ' 
weise die Spannkräfte des zweiten Faches 
berechnet werden (Fig. 101). Föi die 
Gnrtkräfte ist volle Belastung aller Last- 
ponkte mit 2 + 10 '^ 12' anznnehmen : 
dann wird der Anflagerdruct A '= ''/t ■ 12 
= 30 t. Für den Ohergurt O, ist K der 
Drehpunkt, ij = 2V3'» der Hehelarm; 
mitliin wird aus 



die ständige Last 
Es sollen beiapiets- 



t 



B— 13 ■ 4, 



Oä = 



-72 t, 



Fig. 102. 



Das Neignngsyerhältnis des zweiten Stückes f, des Untergurts gegen 
die Wagerechte (Kg. 102) ist 

(S,-A.):4 = V» = tg>., 
dann ist cos v ^^ 0,oioi, sec f = l,it3 

Der Drehpontt für U^ 
der Hebelarm daber h^ cos v 



ist Ä", 
mitliin 



- Ui ■ 




(7a = 72 : cofl 1-= 72 ■ sec v = 74,is'. 

Für die Strebe D, liegt der Drehpunkt L links 
(Fig. 103), u. zw., weil die Neignng von U^, d. h. 
= LK' links von K', oder nm 
2Va ■" links von A . Ist (t der 
Neignngswinkel von 2>, , so gilt 
dafür tgd^h.^: 4 i= V» nnd 
sin J =^ 0,it« . Der Hebelarm 
von Di wird r = iS' sind 
= 3,6« m. Die Strebe ist auf 
zwei verschiedene Belaetungs- 
arten zu berechnen: Bei ein- 
seitiger Belastung rechts vom 
Schnitte tragen sfinuntliche Lastpunkte die ständige Last <? ^ 3 t, wählend 
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nnr die Punkte 2 bis 5 (Fig, 100) mit beweglicher Last /" = 10 ' bedeckt sind. 
Et8t«ce liefern zn Ä den Bcitr^ '/i ' 3 ^ 5', letztere den Beitr^ 
C/« + V« + V. + »10 = 16Va', sodass 
A = 5+ I6V. = 21V3 1 
wird. Mithin wird aas 

= Dl - 3,m — A-2y3 + - G^i 
2»,= 12,«!'. 
Bei einseitiger Belastung links vom Sclmitt wird 

^' = 5 + 10 ■ V< = 13'/! t , mithin aus 

= B,' - 3,1.1 — .1' - 2V> + (ö + /^ - 6'/» 

Di' = — 12,01 1. 

Die Strebe D^ erfihrt also, wenn die Laatengmppe P sich aber den 

Träger bewegt, Spannkräfte, die zwischen einer Zugkraft von 12,aci und einer 

Druckkraft ron derselben Grösse schwanken. 

Die gleichen Belastunga arten gelten auch für den Ständer V^ (Fig. 104). 

Fig. 104. 



'i — 1"^^^^^' 


4 


Der Drehpunkt liegt um « = A^ ^ = 32 ■» links Ton K, , 


um 24 1" Imks 


Daher gilt fBr rechtsseitige Last 




= — Ki32- J. 244-0-28 mit X = 2lVi' 


, wie vorhin, 


also Fj = — 14,|t. 





FDc linksseitige: 

0= — K,'.32 — J'- 24 + (O + Z-j^S mit J' = 13V.t, wie vorhin, 
also V,'= 0,1 '. 
Die Spannkraft des Ständers schwankt demnach zwischeb 0,t t Zag nnd 
14,1 1 DmcL 

Dieses Beispiel des parabolischen Trägers ist besonders geeignet, za 

zeigen, welchen Fehler man begehen würde, wollte man die WandgUeder auf 

volle Belastung berechnen. Es wäre dann ^1=^30*, und es wQrde nach 

Fig. 103, wenn man darin die Emzellast durch d-f-/*^ 12 ersetzt, aus 

= Ol . 3,m — 30 ■ 2>/3 + 12 ■ 6V»: 

D, = Oi und nach Fig. 104 aus 

= — Fj ■ 32 — 30 ■ 24 + 12 ■ 28: 

V, = — 12 t. 
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Für volle Beltistung iut also die Strebe D, spann ungaloB, Tiod dasselbe erhSlt 
man fOr eämmtliche Streben des paraboliechen Trägers. In Theil 1, S. 18A, 
warde schon gezeigt dasa der parabolische Träger ohne Streben für volle Be- 
lastung im Gleichgewicht ist, dass diese St&be nur dnrch eine nngleichmäSBige 
BelastoDg bedingt werden. Bemgemäss werden nun die Torh&ndenen Streben 
bei voller Belastung spannnngslos; aach haben dann die Ständer nur die 
Enoteolasten von oben nach den Knotenpunkten des geknickten UntergarteB in 
ttbertragett; daraus erklärt sich der obige Werth Fj^ — 12* für volle Be- 
lastung, den man in gleicher Weise für sämmtliche Ständer findet. Nach 

_ pl l 

' Bf 8/ 

solchen Stangenverbindnng; dies giebt hier, 
j == 24 m also 72 * kommen : 

72-34 



TheU 1 



1. 184, ist B = -^ = ^ 



die w^erechte Spannkraft einer 
I auf 4>o Länge 13 *, ant 



H = 



= 72t 



Dieser Werth gilt für die Druckkräfte in sämmtlichen Stäben des Obergurtes 
und ist zugleich die wageiechte Seitenkraft der Zugkräfte im Unte^urte. 



e) Parallel -Fachwerkträger. 

Beispiel: Trager mit parallelen önrten von 1=34" Spann- 
weite und A = 3 ■ Trägerhöhe (Rg. 105). Die Spannweite sei wiederum durch 
Ständer in 6 Fache von ,{'=4» Länge getheilt; auch mögen die Lasten, 
0^2*, /'=10t, dieselben sein, wie im vorigen Beispiele. 

Für die Berechnung der Gurten ist volle Belastung sKmmtlicher Last- 
punkte anzunehmen, ond 
zwar sind die Endpunkte 
des Obet^rtes je mit 
der halben Lart eines 
Faches, d. h. mit 1 t 
bezw. 5 i zu belasten. 
Dann ist X = 3 - 12 



Fig. 105. 
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= 36t. 

Für Oj ist K der Drehpunkt, und man findet aus der Momentengleichung 
= Oj-3 -Kd — 6)-8— 12-4: 
Oj = _64'. 
Für Uf ist K" der Drehpunkt, und man findet aus: 
= - F, • 3 + (-1 — 6) 4 



Vi-- 



■ 40'. 



Übrigens braucht man bei einem derartigen Farallelfachwerke mit Streben, 
die nach der Mitte hin abfallen, nur die Spannkräfte des Obergurtes zu 
berechnen und kaijn darnach diejenigen des üntet^nttes ohne Weiteres 



oyCoOt^lc 



8d. Parabolischer Fachwerkträger. 



angeben. Führt mim nämlich durch den Träger einen Schnitt in der Bich- 
tnng der Streben {Pig. 106), so mnas nach der Gleichung der wagerechten 



Kräfte O + U=0, mithin = — 
in einem Parallel-Facl 
dem haben zwei Stäb< 



it 8tän- 



Obe 



Untergnrtet 



eiche 






lelbei 



V-ü 



ebepaare liegen, gleiche aber ent- 
gegengesetzte Spannkraft; mithin ist 
Oj = — K, ; Oj = — üa u. 8. f. 

Da der Schnittpunkt der Qarten in miendlichei Feme liegt, so verwendet 
man ^ die Berechnung der Wandglieder eines Parallelträgera an Stelle der 
Homentengleichung Eweckmässig die Qlcichnng der lothrechten Kräfte. In dieser 
kommen die Gnrtkräfte, weil sie wagerecht sind, nicht ror; mithin erreicht man 
dasBClbe, was soost mit der Momentengteichimg erzielt wurde, nämlich dass 
man fttr die gesuchte Spannkraft nur mit einer einzigen Gleichung la thun hat. 

Ordnet man zur Berechnung von D^ zunächst eine Belastung rechte vom 
Schnitt an, so wird der linke Änflagerdruck leicht zu 237^ * gefnnden (näm- 
lich um die ständige Last (1 ') des Endknotenponktes mehr als anf S. 87 
zur Bererhnang ron I»,), Ist rf der Neigungswinkel 
der Strebe gegen die Wagerechte, so ist D^ sin J 
die lothrechte Seitenkraft von D^, und man erhält 
(Fig. 107) ans 

= ^2 Bin (T — ^ + 1 + 2 : 
Dj Bin (t= 19'/t* ond, 
weil tg rf = V* 1 sin J ^ 0,« , 

i>, = 32,78 t. 

Fftr einseitige Belastung links vom Schnitt i; 
= i),' sin J — X + 6 + 12 findet man leicht 

ZJj' sin rf = ] V» t ; 2Jj' — 2,ti t . 
Die Spannkt^ der Strebe £>^ schwankt also zwischen den Zugkräften 2,n 
und 33,1» (; Druckkraft erfBhrt sie nicht. 

Die Spannkräfte der Ständer lassen sich beim 
Parallel-Fachwerk anf die der Streben zurückführeD. 
Fährt man nämlich um einen Knoten des unbelasteten 
Gurtes (hier also des unteren) einen kreisförmigen 
Schnitt (Fig. 108) und wendet auf den heraus- 
gesclmittenen Theil die Gleichung der lothrechten 
Eräfte an, so konunen in dieser nur V and D vor, und es muss 
V-rDema = Q oder F=—Z» sin rf sein. 

Am Knotenpunkte K des Untergurtes (Fig. 105) treffen Z>, nnd V^ au- 
gammen, mithin wird Tj = — Zi^ sin J =^ — 19'/»*) Kj'^— !'/»*• Dw 
Stfinder V^ erfEhrt also eine Drnckkraft, die zwischen V/i und 19'/* ' 
schwankt Eine eingehendere Behandlung erfahren die Fachwerke in Keck, 
Vorträge fiber Elasticitätslehre und aber Graphische Statik. 




ii-, und ans 



Fig. 108. 
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B. Elastisch-feste Körper InBesclileuiiigTiiigs- 
Znständen. 



I. Beschleunigte Verschiebung elastisch -fester Körper. 

Einem geraden Stabe werde durch eine im Schwerpunkte der 
Torderen Stirnfläche angreifende Zi^kraft K eine Beschleunigang p 
ertheilt (Fig. 109). Hierdurch entstehen Spannungen und Form- 
änderungen (elaatiache Verlängerungen). Es wird die Annahme 
gemacht, die Formänderungen seien bereits derartig eingetreten, 
dass gegenseitige Bewegungen der einzelnen Punkte des Stabes 
nicht mehr erfolgen, dasa YJelmehr 
alleTheile äbereinatimmende Geschwin- , 
digkeit und Beschleunigang haben. 
Dann müssen an dem ganzen Stabe, 
sowie an jedem abgeschnittenen Theile 
desselben nach S. 3 die Ergänzungs- 
kräfte [ — mp\ den wirklichen Kräften 
das Gleichgewicht halten, und es moss 
der Stab sich bei der Bewegung wie ein starrer Körper Terhalten. 
Nach dem Satze von der Beschleunigung des Schwerpunktes (Theil 1, 
S. 141) ist 

K 
P = M' 
wenn M = yTl:g die Masse des ganzen Stabes bedeutet (s. Tbeil 1, 
S. 126). 

Macbt man aucb hier die Voraussetanng, dass die an einem 
Querschnitte anflretende Spannkraft sich gleichmässig Ober dessen 
Fläche F vertheile, so ist die Spannung an der ÄngrilTsstelle der 
Kraft K 




1) 



M 



-vit. 



-ip-ri 
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wenn l die Länge des Stabea, ;' das Gewicht der Körpereinbeit 
desselben ist Will man o, in Atmospbären C^/qcm) erhalten, so 
dräcke man 2 in "" aas, und es ist dann ;' das Gewicht ein«) 
Kubikcentimeters in ^. 

Ist a die Spannung eines Querschnittes im Abstand w vum 
freien Ende, Mj, die Masse des Abschnittes von der Länge x, so 
muss oF = Mtp = ^/gFxp sein, mithin 

2) ö = v£.ar. 

ff 

Diese mit x Terhältnisgleich sich ändernde Spannung ist in 
Fig. 109 dargestellt. Hierbei ist die Einwirkung der Schwere nicht 
berücksichtigt, vielmehr angenommen, dass die 
Verschiebung etwa auf einer wagerechten, glatten 
Unterlage erfolge. 

Es möge nun die in lothrechter Richtung 
befindliche Stange der Schwere unterliegen und 
durch eine oben angreifende Zugkraft K eine 
Beschleunigung p lothrecht aufwärts erfahren 
(Fig. liO). Dann ist die gesammte wirkliche 
Kraft in der Bichtang aufwärts K — Mg 
= K — yFl, die gesammte Erganznngskrafl mit 
dem Sinne abwärts Mp = ^/gFtp, mithin 

K = M{ff + p) = yFl{l + ^^ 
und die Spannung am oberen Ende 



Fig. 110. 








3) 



.=^' 1 + T' 



Nach dem unteren Ende des Stabes Termindert sich die Spannung 
a wiederum nach geradlinigem Gesetze bis auf Null. 

Ist die Beschleunigung p des Stabes abwärts, K aber wie. 
vorher aufwärts gerichtet, mithin p^g, so kehrt in den Tor-. 
stehenden Formeln p sein Vorzeichen um, es wird 

K= yFlil—S), 



oyCoOt^lc 
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und im Abstände x vom nnteren Ende 

4) a = yx\\—^. 

Für p = g mit ^ = 0, d. h. fQr einen frei fallenden Stab, wird 
et = 0, also ist ein frei fallender Stab spannungslos. 

Dies ^t freilich nur Dntei der Voraussetzung, dasa sich in der Stange 
keine von der Heretellnng durch Giessen, Schmieden, Walzen, Ziehen (Diaht- 
ziehen), Drücken u. deigL herrührende Spanunngen vorfinden, die man auch 
wohl falsche Spannungen nennt, und die auch rorhanden sind, wenn der Stab 
finaaeren Kräften Tüllig entzogen iet. In einem mit derartigen Spannungen 
behafteten Stabe tritt heim freien Falle derseltie Spannungsznstand ein, als ob 
er Ton äusseren Kräften frei wäre; an jedem Qaerschnitt ist die gesammte 
Spannkraft Noll, doch können an der Schnittfläche dann gleichwohl innere 
Zugkräfte und in ihrer Summe ebenso grosse Druckkräfte vorkommen. Solche 
HersteUungsspannungea lassen sich durch Ausglühen und langsames Abkühlen 
fast ganz beseitigen. Jeder frei (ohne Lnftwiderstand) fallende 
Körper, anch wenn er nicht die Form eines geraden Stabes 
hat, ist spannungaloa, abgesehen von etwaigen Herstellungs- 
spannuDgen. Die Heratellnngsspannungen sind in der Begel im Innern des 
Körpers Zog-, in der Nähe der Oberfiäche aber Dmckepaonungen, 

Wird einem prismatischen Stabe durch eine in seiner Mitte 
angreifende, rechtwinklig zur Stabrichtnng wirkende Kraft K eine 
VerschiebungabeschleEDigung p ertheilt (Fig. 111), so entstehen 
Biegungsspannungen. Unter der Voraussetzung', dass die diesen 
Spannungen entsprechenden Durchbiegungen bereits eingetreten seien, 
dass also Formänderungen nicht mehr 
yorkommen,habensämmtlicheMassen- Fig. in. 

theilchen des Stabes die gleiche Be- /.t 1 

schleunigung p . Die ErgSnzungs- 
kräfte [— mp], welche mit K im 
Gleichgewichte sein mflssen, bilden 
eine gleichmässig Qber die Lange 
vertheilte Belastung. Ist F der Querschnitt des Stabes, / wiederum 
das Gewicht der KCrpereinheit, so kommt auf die Längeneinheit 
das Gewicht yF, die Masse ^/gF, die Ergänzungskraft yFp-.g 
(dem Sinne der Beschleunigung p entgegengesetzt). An einer 
Schnittstelle im Abstände x vom freien Ende entsteht dann ein 
Biegungsmoment 

m=yF^^. 
9 ^ 
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Das gröäste MomeDt findet sich an der Angriffiistelle der Kraft K 

mit X = ^/il zu 

5) SSi^=yF&^. 

9 » 
Ist die Beschleanigung lothrecht aufwärts gerichtet und wirkt 
anch die Schwere auf den Stab, so ist, wie auf S. 91 statt p:g 

nniimehr 1 + — einzuführen. Ist SS = J : e das Widerstands- 

9 
moment des Stab-Querschnitts, so wird die stärkste Spannnng 

Mit yFl = P (Gewicht des Stabes) wird 

ist noch der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser r, so wird 

S= ytr^n und 

•Ir^R 2r\ gl 

Beispiel: Ein nahezu cjlindrischer Banm von 12m Länge und 0,t<>> 
Halbmesser soll mittels eines in seiner Mtte befestigten Seiles auf ein Bau- 
gerüst gezogen werden. Das Hinaufziehen erfolge aber nicht gleichmässig, 
sondern mit einer Beschleunigung p ^ '/'?■ ^'^t Eubifaneter des Holzes wiege 
6001«, dann ergiebt sich, wenn man diese Zahlen in Gl. 6 einifihrt, die 
Spannnng natürlich in ^/qm, nämlich 
600 ■ 12' 
" ~ 3 ■ 0,1 ■ 
oder, durch 10000 getheüt, 

a = 64,. »t. 

Will man a unmittelbar in »^ erhalten, so muss man y als Gewicht 
eines Kubikcentimeters = 600 : 100* ( = 1200 ™, r = 10 ™ einführen. Die 
Formel gilt auch, wenn liei etwaigem Hinablassen eine Verzögerung p, viel- 
leicht durch Sremanng der Win de Vorrichtung, eintritt Fttr glcichmSssige 
Bewegung (p = 0) wird die Spannung nnr ^/3 ■ 64,1 = 43,i ■'. 

2. Gleichmässige Drehung um eine fieste Achse. 

Bei gleichmässiger Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit üi 
(Fig. 112) erfShrt ein Massentheilchen m im Abstände z von der 



= 648000, 
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Drehachse die Centripetalbeschlennigung ztiy^ (Tfaeil 1, S 88); dem 

entspricbt als ErganzongskraCt die Centrifugalkraft mzbi^. Führt 

man im Abstand x von der 

Drehachse einen Schnitt, he- Fig. ii2. 

zeichnet die entsprechende w * 

Qaerschnittsfläche mit F, die ''v^^ ""''* ""1 ,""■■* . , 

daran auftretende Spannung ^ ^ .. S 

mit ö, 80 mu98 die innere ; ^j- ^ i f ^ — , 

Spannkraft oF den Centrifu- [^ ...'.^^L ^ ifr»« «>= 

galkräften des Stabtheiles 

zwischen der Schnittstelle und dem ft'eien Ende das Gleichgewicht 

halten, oder es mnss sein 

1) aF = bflXmz — w^JG^O' 

wenn M, die Masse des abgeschnittenen Stabtheiles, Zf^ der Abstand 

seines Schwerpunkts von der Drehachse bedeuten. Sind Form nnd 

Massenvertbeilung des Stabes bekannt, so kann man fQr jede 

Schnittstelle a berechnen. 

Ein prismatischer Stab von der Länge l nnd dem Quer- 
schnitt F, ei^ebt hiemach 

M^ = rF{l — x):g, ?(, = Vs (? + a;} und 
ö = '^ a — x) ^^"'"'^^ = ^ l''— a:'' 

g 2 ^ 2 ■ 

Fahrt man dann die Umfangsgeschwindigkeit c = Iw des 
Stabes ein, so wird 

c' / .r'\ 

c' 
worin ^— die der Umfangsgeschwindigkeit entsprechende Geschwin- 

ig 
digkeitshShe bedeutet. Diese Spannung wird am grfissten fftr 
-X = 0, d. h. dicht an der Achse, nämlich 

Dieselbe Spannung erfährt an der Aufhängestelle ein lothrecht herab- 
hängender prismatischer Stab oder Draht von der Dichte y, wenn 



seine Länge = 
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Beiapiel: Bei welcher BekuiiilBchen Umfangsg-eEchwiiidigkeit erhält ein 

seinen Endpunkt sich drehender prismutischer SchmiedeiaenBtab eine 

00»'? leb» Schmiedeeisen wiegt 78001« = ;-. Da hier e 

.. verlangt wird, so müssen auch o-, ^ und g auf Meter bezogen werden. 

t *=7000000ks/™,^ = 1^^^ = rund MO" und <, = l33in/„k. 

* ij ToUU 

Will man mit ir ^ 700 ^/itcm rechnen, so musa man ;-^0,mi», dem 
Gewichte eines Eubiicentimeters und g ^ 981 "'^•'tekf setzen, dann wird 



Dann iE 



2? 



- = 90000 c 



= 13300™/,ek. 



Ein Bleistab von der Dichte r= 11400i«/cbin und einer Zugfestigkeit 
1300000 

j-g--iTm- = ^'^" 



* erreicht diese Qrenie der Festigkeit bei ■ 



Ein Ring toid Halbmesüer r, der mit der Geschwindigkeit e 
gleichmfbsig umläuft (Fig. 113), erfährt ebenfalls Spannungen. 
Schneidet man aus dem 
Ringe ein Theilchen P*«- "3- 

vom Mittelpunkts- -;?:^^-^~~-~^::n\ J"^^ 

Winkel da heraus und 
nimmt an, dass sieh 
die Spannkraft gleich- 
massig ober den Qoer- 
Bcbnitt F des Einges 
vertheile (was bei ge- 
ringer Wandstärke znlSasig ist), so entstehen an den Schnittstellen 




die Spamikräfle aF, welche mit der Ontrifugalkraft — 
gewicht sein müssen. Dann folgt aus dem Erafteck 



■ im Gleich- 



2oFsin-^ = aFda = und, weil 

2 r 

m = ^rdaF, 
9 

d. L das Doppelte von a^^a in Ol. 3 für den geraden Stab. 
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Beispiel: Soll • 
gebracht werden, sc 



D dünner Schmiedeeisenring anf die Spannung a 



Geschwindig^eitshShe -^— 



- 450 n, eine Umfangageschirindigkeit 



7 000000 

:-7800 



erforderlich. Diese darf Ton einem schmiedeeisemen Schwnngrade nicht über- 
schritten werden. Ein Bleiring gelangt schon hei c ^ 47 K 0,5 = 47 ■ 0,iot 
^ 33 "/eei. {vgl. das vorige Beispiel) an die Grenze der Festigkeit 

SpannnDgen der Ringe eines MflUsteins. Einen Mühlstein 
pflegt man. nm die wünschenswertbe Gleicbmässigkeit seines Gefiiges 
zn erzielen, wie sie bei einem natflrlichen Steine solcher Grösse 
nicht leicht vorkomnit, 

aus einzelnen Stücken Fig. 1 14. 

znsammenzakitten. Da 
die Zugfestigkeit des zu- 
sammengesetzten Steines 
nicht geoflgt, um bei 
schneller Drehung den 

Zusammenhang zu 
sichern, so wird er durch 
umgelegte Eisenringe 
vor dem Zerreissen be- 
wahrt Der Mühlstein 
habe den Halbmesser r» die HOhe h, 
der Gesammtquerschnitt der Ringe , 
Bei der Berechnung der Ringspannungen setzen wir voraus, dass 
die Festigkeit des Steines nnerheblicb sei, dass allein die Ringe den 
Zusammenhalt sichern. Die Spannung a der Ringe rührt mit dem 

Betrage o^ = /— (Gl. 4) von der eigenen Masse her; es soll jetat 

nur der Betrag c^, der durch die Masse des Steines bedingt ist, 
berechnet werden. Trennt man aus dem Stein einen Ausschnitt vom 
Mittelpunktswinkel da ab, so entspricht einem unendlich kleinen 
Ringtheilchen vom Halbmesser q eine Centrifligalkraft dmQoi\ 
mithin dem ganzen Ausschnitte eine solche von der Grösse 

cj^Qa^i^dm, worin Qq = Var, iidm. =— ^^ — A = m (Masse des 

9 2 
Ausschnittes). 




e Dichte yy-, es sei I' 
die Dichte derselben. 
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3. Unf^eiehiSrmige Drehung um eine 


feate Achse. 


[ithin muss die Centrifugalbraft 




...=rr.i. 


a' 


9 3 





von den Spannkräften (^ J* im Gleichgewichte gehalten werden. Dies 
föhrt mittels eines ähnlichen Kraftecks wie in Fig. 113 zu der 
Qleichnng 

^ , n J*! A rf a - 

OiFda = mQ(,o}' = '— —^rc^ mit 



30 dass die QesammtspannnDg der Binge wird 



ö==öi + (^ = --[y + ri 



Zf!' 



Für den erfordeiÜcben Bingqnerscbnitt ergebt sich dann 



F = 



]_ y^ hrci 
S ffO — yc^ 



Beispiel: Soll für einen Mühlstein von 0,1« HalbmesBer nnd 0,8 «> H5he 
der Querschnitt der Binge in l"" berechnet werden, so beziehen wir sämmt- 
liche Zahlen tmt ™, setien r = 70, A = 30, ^i = 0,o«, y = (),tM (rund), 
g = 981, die aekundliche Urofangsgeschwindigkeit e ^ 9 i" = 900 «m, die 
zulässige Spannung v =: 200 ■' (so gering, weil ein Maschinentheil Torliegt, 
der nicht in fortwährender gleichmässiger Bewegung bt, sondern bald roht, 
bald ninläuft, so das« anch die Spannung nnd somit die elastische Dehnung 
hSoflgem Wechsel anterworfen ist). Dann wird 
1 0,DM-30-70.900' 
3 981-200 — 0,oM- 900» "^ ™ 
Dieser QesammtqneTschnitt ist auf mehrere, zweckmSssig angeordnete Binge 
ZQ Tertheilen. 



3. Ungleichförmige Drehung um eine feste Achse. 

Die Drehachse mQge mittels eines Vierkants dem Stabe eine 
Winkelbeschleunignng e (Fig. 115) etwa links heram ertheilen; 
dann bat ein Massentbeilcben m im Abstände js von der Achse 

K«ek, Uecbuiik. IL 7 
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ausser der von der augenblicklichen Winkelgeacbwindigheit <o her- 
rührenden Centripetalbesehleunigung t<o^ noeli eine ümfangsbeschleu- 
nigung ze; als Ergänzunga- 
kraft tritt daher ausser der 5^„ nj 

Centrifugalkrafk noch eine ^.»^ — ^ 
Kraft miE auf, welche recht- 



Arait miiE am, weicne recnt- <"/— y 

winklig zur Stabrichtnng, in \3* : T *" 

Fig. 115 abwärts gerichtet [* — -^-1-*^.% -^" 



ist. Die Spannkräfte einer 
Schnittstelle haben daher 
nicht nur einer Längskraft, 
sondern auch quer gerichteten 

Kräften das Gleichgewicht zn halten ; letztere bilden ein Biegungs- 
moment und rufen an der Schnittfläche ein Spannungsmoment hervor. 
Die Centrifugalkräfte bedingen eine über die Schnittfläche gleich- 
massig ausgedehnte Spannung 0^, welche nach Gl. ], S. 94 zu 
berechnen ist Ist a^ die stärkste Biegnngsspannnng an der Schnitt- 
stelle und ist SES das Widerstandsmoment der Querschnittsfigur, so 
ist 02^ in9 Spannungsmoment. Zum Biegungsmomente liefert das 
eine Massentheilcben m den Beitrag mz£(z — x). Dies ist von 
z = X bis 2 = l zn integrieren. Daher wird 



.L«(z-. 



a,aB = aK = £ m»(z— vr). 

Darin ist m = —F^dz, wenn I", der Querschnitt im Abstände z 

ff 
von der Drehachse. 

Gehen wir nun wieder zu einem prismatischen Stabe mit 

F, = F und mit m — -Fdz ober, so wird 



9 



OjSS = ^eF{{2'i — xt)dz = ^eF\ 
9 -s^ 9 

irt man die Umfangsgeschwindigkeit 
ihleunigang p = l£ ein, so wird 



Fährt man die Umfangsgeschwindigkeit c = loj nnd die Umfangs- 
bescbleunigang p = l£ ein, so wird 

ip — o!^ ;» — .^2\| 
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Der gefährliche Querschnitt li^ (wie bei gleichßSrmiger Drehang) 
dicht an der Achse mit .v = 0, nnd es wird 
/c^ ^ pFP\ 

''-^njff + ffmi- 

Beispiel: Solchen Spaunnngen sind besonders Degenklingen ausgesetzt, 
wenn ihnen durch die Hand des Pecht«rs eine heftige DrehbeBchleanignng in 
det Richtung qner zur Schärfe ertheilt wird. Nimmt man den QuerBChnitt 
annähernd als Rechteck, die Breite 6 ;= l,t "m die Dicke d = 0,s «m, die LSnge 
I = 80 nn an, bo wird SB = '/• ■*■■*■ Die Spannung a^ ist in solchen Fällen 
unbedeutend, da die einzelnen Bewegungen viel zu kurze Dauer haben, als dass 
bedeutende Umfangsgeschwindigkeiten e entstehen kannten. Es sind hier 
nur die Umfangsbeschleunigungen wichtig. Wir setzen daher 
p FP p il^ „ p 2-80' ,,„p 

g asä g d g 0,i g 

Eb erfordert dies ein Eraftmoment der Hand 



eJ=— Jfl>e= -5-p^i = 



i^r^'- 



Ist in einem besonderen Falle p^dg, so wird die stärkste Spannung 
<7^1536»', das Kraftmoment der Hand 3R ^= 15,4<™i«. Die Faust emes 
geübten Fechters kann wohl das 10 fache leisten, daher die Klinge dnrch 
einen Lutthieb zerbrechen. 



C. FoTmändeiungs-ArMt elastisoli-fester 
Körper. 

. Während bisher das Vorhandensein eines bestimmten Spanoungs- 
zuatandes angenommen wurde, sollen nnn die Vorgänge beim Ent- 
stehen der Spannungen and Formändeningen antersucht werden. 
Es kommt hierbei vor Allem auf die Bestimmung der bei der 
Formänderung von den äusseren und inneren Kräften verrichteten 
Arbeit, der sog. Formändemngs-Arbeit, an. 

I. Arbeit bei der Verlängerung und Verkürzung 
gerader Stäbe. 

Ein prismatischer Stab von der Länge l und dem Querschnitt F 
sei an dem einen Ende (links in Fig. 116) befestigt; am anderen 
A'eien Ende wirke eine im Schwerpunkte der Endfläche angreifende 
Zugkraft K. Diese Kraft soll aber der Grösse nach nicht gleich- 
bleibend sein, sondern sie soll langsam und stetig von Null bis zu 
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einem Werthe P anwachsen. Dann wird mit jeder kleinen Znnalim« 
der Kraft eine kleine Znnabme der Verlftngerasg verbanden sein. 
Die Zunahme der Kraft mOge 
langsam vor sich gehen, da- ^8- 'iß- 

mit auch die Verlängentng 
langsam erfolge, daher kein 
Theil des Stabes ein nennens- 
wertbes Arbeits vermögen er- 
fahre, so dass man in jedem 
Augenblicke den Stab als in 
Buhe, im Gleichgewichte, betrachten kann. Dem beliebigen 
Zwischenwerthe K der veränderlichen Kraft entspreche eine 
Verlängerang a;, mithin ein Verlängemngs-Verhftltnis oder eine 
Dehnung e^ = x:l (s. S. 5), während dem Endwerthe P der 
Kraft eine VerliLugerong /il, also eine Dehnung e = /il:l zngehdre. 
Bei einer unendlich kleinen Zunahme der Verlängerung x nm dar 
verrichtet K die Arbeit da = Käx. Setzt man nun K= Fo,, 
P = FC, 30 wird auch 

d^ = Fa^l-dE, 
and die Gesammtarbeit bei der Verlängerung um AI = Ie: 



1) 



% 



= Fl \a^dE,. 



Die Beziehung zwischen o, und e. wird mittels der Dehnnngs- 
linie (b. S. 6) zum Ausdrucke gebracht Hat diese f^ den 

vorliegenden 
Körper die Form Fig. 117. 

BGABG 
(Fig. 117), wobei 
die von A aus 
gemessenen Ab- 

scissen die 
Dehnungen e,, 
die entsprechen- 
den Ordinaten die 
Spannongen o^, 
bedeuten, so ist 
c^de, in der letzten Oleichnng ein Flächenstreifen der Dehnnngslinie, 
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mithin das Integral die ganze Fläche von A his za dem Endwerthe 
e =* AL der erzengten Dehnung, d, h. die Fläche AJL, ao daas 
die zur Verl&ngerang um Al^ Ie erforderliche Arbeit wird: 

2) % = Fl. AJL. 

Ist die Dehnangslinie bekannt, so kann man die Fische AJL stets 
ermitteln. 

Für die weiteren Entwickelnngen nehmen wir 
ein gleich bleibendes Yerbältnis zwischen Spannung 
nnd Dehnung an, setzen also voraus, daas die 
Spannung z an der Elasticitäts- oder Propor- 
tionalitätsgrenze nicht überschritten werde {vergl. 
S. 5/6). Dann ist AJL ein Dreieck von der 
Fläche '/! ö£ (Fig. 118), so dass 

3) 91 = V2 -F'öc =^liP.äl 

wird, wofür man wegen e = a:E audi schreiben kann 

Bezeichnet man den Bauminhalt Fl des Stabes mit V, so 
wird noch einfiicher 

V o^ 
^> « = X^- 

Dies ist die Arbeit, welche erforderlich ist, um einen prisma- 
tischen Stab vom Bauminhalt V aus dem span^ungslosen Zustande 
in den Zustand einer überall gleichen Spannung a zu versetzen. 

Am leichtesten zu merken ist die Form %=^liP>Al, Inhalt 
des Dreiecks in Fig. 116, unten; '/s P ist die mittlere Kraft, 
.^ 2 der Weg des Angriffspunktes. 

Bei GL 5 ist zunächst anCFällig, dass die Verlängerungsarbeit 
nicht von dem Querschnitt und der Länge des Stabes im Einzelnen, 
sondern nur von seinem Inhalte V ab- 
hängt, dass also ein langer Stab von ^'K' ^ 
kleinem Querschnitte dieselbe Arbeit zur 
Enengung der Spannung a erfordert wie 
ein kurzer, dicker Stab (Fig. 119), wenn 
beide nur gleichen Bauminhalt haben. 
Ea erklärt sich dies (abgesehen von der 
vorstehenden Ableitung) daraus, dass die Arbeit ein Produkt aus 
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dem W^e Al = la:E and dem Mittelvrerthe der gleichmässig von 
bis /* anwachsenden Kraft, d.h. '/iP='/taF ist Bei dem 
dünnen, langen Stabe ist VsP verhältniatnässig klein, aber dl gross; 
bei dem dicken Stabe dagegen ist '/i P gross und A l entsprechend 
kleiner, so dass das Prodakt in beiden Fällen den gleichen Werth 
erhält 

Wendet man anf diesen Yoi^ang der langsamen VerUngemng 
das allgemeine Gesetz der Arbeit (1. Theil, S. 143, Ol. 1) an: 

so ist die Zunahme des Arbeits rermögens = Nnll za setzen, da 
weder zo Anfang noch zu Ende eine nennenswerthe Geschwindig- 
keit vorbanden ist. Daher muss die Summe der äusseren und der 
inneren Arbeiten Null sein. Da nun die Arbeit der äusseren Kraft 

V o^ 
'^^ = — — gefunden wurde, so mnas die Arbeit der inneren 

Spannkräfte 

« z_. 



6) 3U—^%--4m 



Kehrt der Stab aas dem Zustande der Spannung o langsam 
in den spannungalosen Zustand zurQck, so hat die Kichtung der 
Bewegung des Angriffspunktes der Zugkraft entgegengesetzten Sina 
im Vei^leiche mit dem Sinne der Kraft, mithin kehrt sich das 

Vorzeichen von Si um, es wird 81* = — "ö" "p J zugleich wird 

V ö' 
dann «, = + --. 

Wird ein Stab durch eine allmählich anwachsende Druckkraft 
Mm dl verkfirzt, so verrichtet die Kraft eine positive Arbeit, weil 
bei der Verkürzung eine Bewegung des Stabendes im Sinne der 
Druckkraft erfolgt. Diese Arbeit berechnet man in gleicher Weise 

wie die Arbeit der Verlängerung zu K = + — - -^ . Die Über- 
einstimmung ei^iebt sich auch schon daraus, dasa die Yertaaschung 
der Zugspannung + ö mit der Druckspannung — ö in ö' keine 
Änderung herbeiführt 
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Bei der Verlängernng wie bei der Verkarzung ist, 
wenn man vom spannungslosen Zustande ausgebt, die 
äussere Arbeit positiv, die innere negativ, für die 
Bflc1(kelir in den spannungsiosen Zustand gut das Ent- 
gegengesetzte. Der absolute Werth dieser Arbeiten ist 

■2 E' 
Es ist nützlich, die Verlängerangs- und Verküraungs- Arbeit, 
welche prismatische Stäbe aus verschiedenem Stoif innerhalb 
der BlaaticitAtsgrenze ertragen können, vergleichend zusammen- 
zustellen. Man bezieht diese Arbeiten zweckmässig auf 1 "*" Raum- 



bezw. d (Spannungen von der Elasticitätsgren7.e) zu setzen ist. Auf 
Grund der Zablenwerthe der Tabelle S. 8 ergeben sich dann 
folgende Arbeitswertbe in ™'^!^n' 

FerHändernngS'Arbeit big znr Elaslicititsgrenie fir Icen. 



Gnssstahl . . . 

Holz 

Glas 

Kautschuk . . 



VeriSngemngs-Arbeit 



2 1000000 
1 1600' 



2 2000000 
1 4500' 



2200000 

250' 
120000 

840' 

1000000° 

20' 



10 



Verltünungs- Arbeit 



1000000 

1600' 
2000000" 

4500' 



2 200000 
170' 



120000 
-1450' 



Hierbei ist zu beachten, dass Gasestahl 7 Mol so viel Arbeit ertragen kann 
wie Stabeisen, während er gegenbber ruhender Last nnr 4500 : 1600, d. b. noch 
nicht 3 Mal so widerstandsfähig ist. Wo ss sich daher nm die Aoiuahnie von 
Arbeiten handelt, kann der kostspioUge Gnssetahl vortbeilhalter gern als Stab- 
eisen. Holz ergiebt grOseere Verbingerungsarbeit als Gusseisen; es ist in 
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dieser Beziehung der kleine Werth von E, ä. h. die grössere Nachgiebigkeit 
von Nutzen. In erheblichem Mafse gUnstdg ist dieser Umstand beim Kautschuk. 
Dieser Stoff ist bei gleichem Bauminhalte dem Gussstahl etwa 4,3 Mal Über- 
legen. Kautschuk würde daher fUr Feder-Anordnangen, bei denen es sich nm 
die Aufnahme von Arbeit handelt, der Tortbeilhofteste Stoff sein, wenn er eine 
grössere Dauer hätte. In früherer Zeit bat man bei den Eisenbahn-Fahrwerken 
die Kautscbukfedern in grossem Umfange verwandt, hat aber gefunden, dass 
Kautschuk seine gaten Eigenschaften zu bald verliert. Guter Kautschuk bleibt 
freilich im spannungslosen Zustande nnter Umständen 30 Jahre lang gut 
elastisch, im gespannten Zustande aber wird er bald brücbig und hart 

a) Einwirbnng pl3tzlieber Belastang. Hängt ein KOrper vom 
Gewichte Q ruhend am nnteren Ende eines lothrechten, oben be- 
festigten Stabes vom Querschnitt F and der LlUige l, so herrscht 
in dem Stabe, dessen Eigengewicht wir vernachlässigen, die Spannung 

nnd seine elastische Verlängerung betr^ AIq = ^-~. 

Wird aber der zu Anfang in geeigneter Weise nnterst&tzte 
Körper mit dem nnteren Ende des spannungslosen Stabes 
verbunden und dann seiner Unterstützung plStzlich beraubt, so flbt 
der Stab im nächsten Augenblicke noch keine Kraft auf den KOrper 
aus, weil er noch die Länge l des spannungslosen Zustandes bat 
Der Körper steht also anfänglich unter alleiniger Wirkung der 
Schwere und wird eine lothrechte Bewegung mit der Fallbeschleu- 
nigung beginnen {Fig. 120, linke Seite). Hierbei erMrt der Stab 
eine zunehmende Verlängerung, also auch eine wachsende Spannkraft, 
die dem Gewichte Q entgegenwirkt Aber erst, wenn der Körper 

^ 1 
' F E ^ 

Grösse Q erreicht, so dass in diesem Augenblicke die Beschleunigung 
des Körpers Null beträgt. Da bis hierher die Bewegung eine 
beschleunigte war, so wird der Körper eine gewisse Geschwindigkeit c 
erlangt haben, die erst bei weiterer Verlängerung des Stabes, bei 
weiterem Anwachsen seiner Spannkraft allmählich zu Null gemacht 
werden kann. Der Stab wird also eine grOssto Verlängerung 
J/>-J^(i, daher auch eine stärkste Spannung ö> ö^ erfahren. 
Diese Werthe äl und a lassen sich mittels des Satzes der Arbeit 
berechnen. 
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Fig. 120. 



Zu Anfang hatte der KOrper die Gleacliwindigkeit Null, das 
gleiche findet statt in dem ' Augenblicke der stärksten Verlängerung 
der Stange (Fig. 120, rechte Seite); 
denn wenn im nächsten Zeittheilchen 
dt die Weglänge de Null betragen 
soll, so nauss v = dt:dt= Null 
sein. In dem Verlaufe der Abwärts- 
Bew^nng ist daher die gesammte 
Änderung des ArbeitsvermSgens des 
Edrpers Null, somit auch die ge- 
sammte Arbeit Nun verrichtet das 
Gewicht Q die Arbeit QJ2, dar- 
gestellt durch ein Rechteck. Die 
Arbeit der inneren Kräfte aber be- 
trägt, wenn der Stab vollkommen 

P 
elastisch bleibt, längs eines Weges dl (nach Gl. 6, S. 102) : — "T^^- 

dargestellt durch ein Dreieck, wenn P den (grOssten) Endwerth der 
Spannkraft = oF bedeutet Die absoluten Werthe beider Arbeiten, 
d. h. die Inhalte der beiden Fignren messen einander gleich sein, 
damit die Arbeitssumme Null werde. Also wird 



ljp_..S^^ 





'/taFJt — dill, oder 


9) 


ö=2Q;J'=2ö(i und ebenso 


10) 


Ji-2J!„. 



In der tie&ten Lc^e beträgt die Spannkraft des Stabes 
o.F= 2Q; der KOrper steht augenblicklich unter Einwirkung einer 
aufwärts gerichteten Mittelkraft 2Q — Q = Qnnd erfährt dadurch 
eine aufwärts gerichtete Beschleunigung p. Die Spannkraft wird 
so lange aber die Schwere das Uebergewicht haben, bis wieder die 
Gleichgewichtslage erreicht ist. Der KOrper wird aber erst 
wieder die Geschwindigkeit Null haben, wenn er um h gestiegen 
ist wenn die positive Arbeit des sich verkürzenden Körpers gleich 
dem absoluten Werthe der negativen Arbeit der Schwere, wenn also 

geworden ist Setzt man hierin V=Fl, a=2Q:F ein, so 
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entsteht h = 2-^^= 2JIq = Jl, d. h. der Körper kommt auf die 

nrsprÜDglicbe H9he zurfick, and nun kehren die Yorgänge der ersten 
Auf- und Nieder-BeweguDg fortgesetzt wieder. Eine solche, in 
gleicher Weise zwischen zwei Orten hin und her gehende Bewegung 
nennt man eine Schwingung. Also: Wird ein elastischer Stab 
plötzlich der vollen Einwirkung eines Gewichtes unter- 
worfen, so erfährt er dadurch eine stärkste Spannung, 
welche das Doppelte der Gleichgewichtsapannung her 
trägt. Der an dem Stabe hängende Körper fOhrt 
zwischen der höchsten und tiefsten Lage Schwingungen 
ans, u. zw. um die Gleichgewichtslage als Mitte. Diese 
Schwingungen werden durch Luttwiderstand und dadurch, dass der 
Stab sich nicht vollkommen elastisch verhält, allmählich kleiner, 
und Stab und Körper gehen endlich in die Ruhe- oder Gleich- 
gewichtslage über. 

Die veränderliche, auf den Körper wirkende Gesammtkrafl 
bringt man am dentlichsten zur Anschauung, wenn ^ 
man die beiden Arbeitsfiguren entg^engesetater Vor- mmet 

zeichen in einander zeichnet, so dass man den ^^ 

Unterschied der beiden Kräfte unmittelbar abmessen "~~^ \~ 

Hm. ^ I 

Derartige Fälle plötzlicher Belastung kommen 
in der Anwendung sehr häufig vor. Und dieser Umstand ist einer 
der Gründe dafür, dass man (s. S. 10) bei einer statischen Be- 
rechnung die zulässige Spannung (Tq erheblich kleiner als die 
Spannung an der Elasticitätegrenze wählt Denn bemisst man den 
Querschnitt F des Stabes unter Annahme des Gleichgewichts nach 
einer Spannung 0,5 «, so wird bei plötzlicher Belastung die wahro 
Spannung = z (Elasticitätsgrenze) werden. 

Will man ein kleines Gewicht an einen Eantschukfaden, oder ein grosses 
an eine . Uängstange, eine Kette, einen Krabn derartig anhängen, dass in den 
genannten elastischen Körpern die stärkste Spannnng nur wenig grösser als 
die Gleichgewichts-Spannnng werde, so muss man dem Körper die antfingliche 
Unterstützung nicht plötzlich nehmen, sondern muss die anteratütz enden Vor- 
richtungen (bei «inem kleinen Gewichte vielleicht die Hand, bei einem grösseren 
eine Windevorriclitang) langsam senken. Dabei wird dann das Gewicht des 
Körpers albnäUich auf den Faden, die Stange oder Kette übertragen, während 
die StützTcrrichtung in demselben Haise entlastet wird. Auf diese Weise erßihrt 



oyCoOt^lc 



1. Mecbanische Arbeit bei der LängeoäDderung eines Stabes, 



107 



der £örper keine nennenswerthe Geschwindigkeit und wird in dem Augenblicke, 
wo die Spannkraft des Fadens, der Stange oder Kette gleich dem Gewichte 
dee Körpers geworden ist, aeine Senkung beenden und im Gleichgewichte ver- 
bleiben. Bei verliältniBmässig grossen Lueten ist dieses Verfahren schwer an- 
zuwenden, deshalb darf man bei der Berechnung von Hängestangen, Ketten, 
Erahnen u. dergL auf diesen günstigen Umstand nicht sicher rechnen und wird 
daher die zulässige Spannung (für rahende Last) entsprechend klein anzu- 
setzen haben. 

Die Gleichgewichtsspannung 0,^ wird in noch stärkerem Grade 
überschritten, wenn der Körper in dem Augenblicke, wo er auf deii 
spannnngslosen Stab zu wirken beginnt, schon eine Geschwindigkeit c 
im Rinne der Verlängerung der Stange hat , indem er , etwa 
mittels einer Bohrung auf dem Stabe gleitend, 
von einer Höhe k auf einen Vorsprung am 
unteren Stabende herabRUlt (Fig. 122). Ist J/ 
die grösste Verlängerung des Stabes, nach deren 
Entstehung der fallende Körper die Geschwindig- 
keit Null erreicht, so ist zwischen der höchsten 
und tiefsten Lage des Körpers wiederum die 
Änderung des ÄrbeitsTermögens Null, mithin, 
da der Körper um k + Jl sinkt: 
V ö2 



Kg. 122. 



U) 



oder, mit 



2 JE 



-Qih + Jl), 



r £* 

■i E " 




«* + 



«o! 



Biese Gieichnng giebt, nach <j aufgelöst: 



-n 






oder, wenn man V = Fl, Q: F = <ig setzt; 



12) 



■ Co + 



yv 



!».|b. 



(Ein n^atives Zeichen vor dem Wnrzelausdrucke hat für die vor- 
liegende Aufgabe keine Bedeutung, da es sich nur um einen positiven 
Werth a huideln kann.) 
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Beispi«!: Der Eisenatab habe f^=4i<n> Qnerschnitt ond 1^5 " = 000 ■> 
Mnge, der Körper Q = 1U0% Gewicht <uid nur A=:10o> Fallbähe-, dtuin ist 
die Gleichgewichts- Spannung an =" 35 "t, d. h. ganz unerheblich. Es wird aber 

<, = 25 + 1-^625 + 200000Ö = 1439 •». 
In Folge der Fallhöhe tod 10«° entsteht also eine im Vergleiche mit der 
Gleichgewichts- Spauiung sehr erhebliche Anstrengung des Stabes. Die ent- 
sprechende Verlängerung beträgt 

., 1439-500 „ _ 

■^' = ^öööööö- = '*''"™' 

ist also gegen A := 10°" unerheblich. Für die meisten Fälle kann man JI 
gegen A vernachlässigen', dann wird aas GL 11: 

13) y^ = «J, 

mithin, etheblich einfacher, 



y-.^ 



14) a= poi, jB — UHai. 

Diese Formel ^t anch für die Spannung des Seiles einer Dampfwinde, 
wenn ein Körper vom Gewichte Q mit dem an^jiglich schlafien Seile ver- 
bunden, die Winde nun aber derartig in Gang gesetzt wird, daits das Seil in 
dem Augenblicke, wo es straiF wird, eich mit einer Geschwindigkeit e bewegt 
Bezeichnet man die dieser Geschwindigkeit entsprechende Geschwindigkeitshöhe 
mit A, so mnss die Arbeit Qh, welche aäthig ist, am der Last Q die Ge- 
schwindigkeit e des Seiles mitzntheilen, durch Vennittelnng der Pormftndernngs- 
arbeit des Seiles 7on der Winde auf die Last übertragen werden. Han sieht 
darans, wie leicht bei miTorsichtigem Betriebe der Winde Seilriase entstehen 
können. 

b) Stab mit sprungweise Teränderlichem Qaerechnitte. 

Der Stab möge auf eine Länge /, den Querschnitt Fi, auf 
eine Länge l^ den grösseren Querschnitt J'2 haben (Fig. 123). Bringt 
man ihn dann in ähnlicher p, .^s 

Weise, wie auf S. 100 beschrie- 



ben, durch eine allmählich an- 
wachsende Zugkraft in Span- 
nung, so werden die Spannungen r-'j- 
in den verschiedenen Quer- 
schnitten Ol und 02 betragen, 
zwischen denen die Beziehung (J^F^ = ^iF,. mitbin 
F, öl 

besteht, wenn man F3 = nFi setzt Bei der Erzeugung dieser 
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Spanniingen muss die wirkende Zagkraft eine Arbeit verrichten, 
welche nach Ol. 5, S. 101 beträgt: 

2 £ "^ 2 £' 

oder, anf ßi zurückgeführt: 

Für die Sicherheit des Stabes im Gleichgewicfatszostande 
kommt nar der kleinste Querschnitt in FrE^e. Der Bauminhalt 
(Jj — Fi)l^, den der vorliegende Stab mehr enthält als ein solcher mit 
Oberall gleichem Querschnitt ^i , ist für den Ruheznstand eine Yer- 
sehffendung. Für die mögliche Arbeiteleistnng ist diese Verschwendung 
an Stoff aber sogar schädlich; denn ein Stab von der Länge li + l^ 

und dem einheitlichen Querschnitt F, hat einen Kaaminhalt Vi -| 

tind nimmt bis zur Spannung Oj eine Arbeit auf 

.s, ». = Ä(-.+^). 

Da n :> 1 , so ist 9| > 9[, d. h. der Stab von gleicbmSssiger 
Stärke erträgt, bis er anf eine Spannnng «r^ kommt, eine grossere 
Arbeit als der nngleichmässig starke Stab von gleicher Stoffmenge. 
Gegen Arbeitsnirkung verstärkt wird daher der nngleichmässige 
Stab durch Fortnahme des fflr den Bubezustand nur Ueberflüssigen 
(nach A. Bitter, Technische Mechanik). 

Diese Betrachtungen finden Anwendung auf einen Stab, dessen 
Querschnitt F, auf eine geringe 
Länge l, dnrch Einsägen, Einschneie 
den oder auf irgend andere Weise 
eine Schwächung auf die Quer- | 
schnittsgrOsse Fi erfahren hat Es 
ist dann Fj gegen V^ zu vernach- 
lässigen und es wird, wenn man F; als Gesammtinhalt nunmehr 
V nennt, 

^~2E »■■' ' 



Fig. 124. 



> 



17) 
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Während fßr den gleichmässig auf den Querschnitt F, und den 
Inhalt V: n gebrachten Stab 

0,2 V 

wird, so dasa wird Sl, : 9t = n . 
Die Widerstandsfähigkeit eines Stabes gegen Arbeit wird durch 
Einsägen auf halben Querschnitt auf '/< vermindert, aber auf V) des 
nrsprflnglichen Werthes wieder erhöht, wenn man durch Wegnahme 
der Hälfte des Stoffes in zweckmässiger Weise fiberall den gleichen 
Querschnitt J", = Vs-^a herstellt Noch mehrfach wird sich das 
Ergebnis zeigen, dass Körper überall gleicher Sicherheit 
hinsichtlich derÄrbeits leis tun gfiberrasch end vor th ei 1- 
haft sind. Der innere Grund liegt darin, dass der zulässige End- 
werth P der Zugkraft durch Fi bedingt ist, dass der übermässig grosse 
Querschnitt F^ aber die Verlängerung /il vermindert, wodurch 
auch das Produkt ^/iPJl = 3 eine Verminderung erfährt. Grosse 
Formänderungen sind fDr die Aufnahme von Arbeit vortheilhaft. 
Bei Ankertauen und Ankerketten, die das Arbeitsvermögen bewegter 
Schiffe durch iit Arbeit ihrer Spannkräfte zu vernichten haben, sind 
Fehlstellen besonders verhängnisvoll. 

2. Biegungs-Arbeit 

a) PnsmatisGher Stab. 
Ein prismatischer, bei A (Fig. 125) wagerecht eingespannter 
Stab werde am freien Ende durch eine von Null ab allmählich 
bis P anwachsende Kraft gebeten. Dem beliebigen Zwiachen- 
werthe K der Kraft 

entspricht eine Bie- Pig- 125. 

gung X am freien 
Ende, dem Endwerthe 
P die Durchbiegung 
/. Da nun nach 
Gl. 7, S. 43: 
■ _ Kt> 
''~ 3EJ' 

d. h. Ä* mit X verhältnisgleich, so ist die Beziehung zwischen beiden 
Grössen wiederum ein Dreieck Bi Ci Di mit Bi Ci = /, Cj -Di = P. 
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Das Arbeitstheilchen von K ist Kda;, gleich einem Fläehenstreifen 

dea Dreiecks , die Gesammtarbeit daher gleich dem Inhalte des 

ganzen Dreiecks, d. h. 

1) 81 = yiPf; 

es ist wieder '/^ P der Mittelnerth der veränderlichen Kraft, / die 

Wegealänge. Weil nun 

P/3 

80 wird zunächst 81 = — ■ ■ 

and weil femer PI = a—, so ergiebt sich 



3) 



6 e^ E' 

wenn a die stärkste Biegungsspannung ist, J und e die bekannte 
Bedeutung (S. 22) haben. Setzt man J= FP (s. S. 62), wo i der 
Trägheitshalbmesser, so entseht 

wenn wiedernm Fl=V bedeutet. Das Verhältnis i:e ist 
nur von der Form, nicht aber von der Grösse des Quer- 
schnitts abhängig. Mithin ist bei bestimmter Querschnittsform 
die zur Erzeugung einer bestimmten Biegungsspannung a erforderliche 
Arbeit nur noch von dem Kauminhalte V des Stabes abhängig. Mag 
also ein Stab mit rechteckigem Querschnitte lang oder kurz sein, mag 
er hochkantig oder flachliegend befestigt sein — bei gleichem Raum- 
inhalte wird die Biegungsarbeit in 
allen diesen Fällen die gleiche sein. -^ ^26 

Die Gflltigkeit der Gl. 4 ist 
auch nicht auf die Befestigungs- 
art nach Fig. ]25 beschränkt, 
vielmehr ergiebt sich, wenn man 
den Stab an beiden Enden unter- 
stützt und in der Mitte belastet (Fig. 126), derselbe Werth. 
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Es ist nämlich wiederam ?( = '/s Pf, ferner / = ta-pr 
(S.45), -r- = T- ; setzt man diese Werthe ein, so entsteht GL 3. 

Aus denselben Gründen, die anf S. 102 entwickelt wurden, 
ist 3i= — 8t die Arbeit der inneren Spannkräfte des gebogenen 
Stabes. Ebenso kehrt sich, wenn die Bückkebr zum spannungslosen 
Zustande erfolgt, das Zeichen von 8 nnd somit auch dasjenige 
von STj um, 

HinsichUich der Einwirkung einer plötzlichen Belastung ergiebt 
sich in ähnlicher Weise, wie anf S. 104 — 106 entwickelt wurde, dass 
die stärkste Spannung das Doppelte der Gleichgewichtsspannong 
beträgt und dass der Stab Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage als Mitte ausführen wird. 

Für rechteckigen Querschnitt ist J= ^nFh^ (S. 22), mithin 
ii ^ i/ijftj^ ^2 =, Y4Aä, i^:e'=l: 3, folglich 

F ö« 



5) 



' 18 E' 



Für kreisförmigen Querschnitt ist J" = 1/4 Fr^ {S. 24), 
is= i/ir'i, «2 = r^, daher 

V a* 
6) » = 24g- 

Die BieguDgsarbeit ergiebt sich in diesen beiden Fällen (61. 5 und 6) 
9 bezw. 12 Mal kleiner aXe die Arbeit der IifingenändercDg (S. 101, GL 5). Es 
erklärt sich dies folgendencasseD : Bei der Verlängerung herrscht an allen 
SteUen aller Querschnitte die gleiche Spannimg a, mithin wird bei einem 
gezogeoeD Stabe die Festigkeit hia zn dem gewünschten Grade ToUst&ndig 
ausgenutzt, während beim gebogenen Stabe die stattete Spaonung nur in dem 
einen Qoerschnitte, wo das Moment den grössten Werth erreicht, vorkommt, 
sich aber in der Längenrichtung bie auf Null Termindert Aber auch in dem 
Querschnitte des grössten Momentes kommt die stärkste Spannung nnr im 
gtüssten Abstände von der NuUlioie vor, nimmt aber nach dieser hin ebenfalls 
auf NuU ab. Die Ausnutzung der Festigkeit ist daher bei dem gebogenen 
Stabe rechteckigen Querschnitts eine recht nnglinfitige. Beim Stabe kreis- 
förmigen Querschnitts ist sie freilich noch etwas ungünstiger, weil bei diesem 
die stärkste Spannung im getabrUchen Querscbsitte nur an den beiden äuasersten 
Punkten (oben und unten) vorkommt beim rechteckigem Querschnitte aber 
doch wenigstens über zwei geraden Linien (Oberkante und Untetkante des 
Querschnitts) sich erstreckt 
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Der Eiiflosg einer Vcnchwlchmos ei^eht sich b ähnlicher Weise wie 
beim gezogenen Stabe, ist aber noch erheblicher als dort, wenn die Einkerbung 
an den Stellen der Et&rlsten Spanuang 

(obennndnnten)erfolgt. FnreinenStab pj„ |37_ 

von rechteckigem Querschnitt ist 



X 



ü = -rz^. Wird der Stab in der 

'^ ^ I Tä -JAr I 

Mitte (Fig. 127) oben nnd unten ein- 'i " '^ J 

gekerbt, so dass Ton der Höhe h nur 

der Theil A, widerstandsföhig bleibt, dae Widerstandsmoment also Ton '/tdh^ 
auf 'tdhj^ abnimmt, so wird die stärkste Spaminng an der Einkerbung 
ffj = a -— -j . Weil nun V und auch die Spannimgsverhältnisse des Stabes, ab- 
gesehen von der Einkerbung, dieselben geblieben sind, so kann geschrieben werden 

' 18 £ A' 

Wird also durch Einkerbung in der Mitte A, ^ 0,a A, so ist A,* ^= 0,4i h*, und 
es vermindert sich die der Spannung a^ entsprechende Biegangsarbeit auf das 
0,41 fache. 

Von diesem Umstände wird i. B. in Eisenhütten vielfache Anwendung 
gemacht, wenn man Eisenatäbe durch das Arbeitsvennögen von Hammerschlägen 
zerbrechen will. Man kerbt den Stab an der gewUnschteu BmchsteUe mittels 
eines sog. Schrotmeissels ein, wonach dann der hohl gelegte Stab unter dem 
Hammerschl^e verhältnismässig leicht zerbricht 

b) Stab fiberall gleicher Sicherheit nnd gleicher Höhe. 
Ist der Stab im Grundrisse (rechtwinklig zur Richtung der 
biegenden Kraft) dreieckig zugeschärft (F^. 128), so wird die 

Durchbiegung / = j^ f^- *8' 
GL 21), somit 

■ 2 iJEJ' e 

nnd « = T -5- -£7 = 

Jetzt ist aber, w^en der ZnscMrfung, der Rauminhalt V= '/3FI, 
oder Fl = '2V, und weil wieder i^ : e^ = 1 : 3, so erhält man 

^^ *- 2 6 E' 

d. b. 3 Mal so gross wie bei überall gleichem Querschnitte, weil 

beim Stabe gleicher Sicherheit die stärkste Spannung a nicht nur 

Ktet, Hiohujk. n. 8 




ov Google 



lU 



Erste Abtheilnng. C. Fonnänderunga -Arbeit. 



in zwei geraden Qnerlinien von der Länge d, sondern längs der 
ganzen oberen und unteren Fläche vorkommt 

Ein prismatischer Stab vom Rauminhalte V = Idh kann nach 

Idh gs 

18 E ' 

unter Fortnahme der Kaummenge '/^ ^ zu einem Stabe gleicher 
Sicherheit umgewandelt, so Ändert dies an seiner Trag^igkeit 
im Gleicbgewichtszoatande nichts. Seine Arbeits^igkeit aber 
wird nun, weil sein Rauminhalt ^sldk ist, 

"' 12 E 2 

Die Fortnahme der Raummenge '/s V hat also die Widerstands- 
fähigkeit gegen Arbeit auf das 1'/? fache vergrOssert (vergl. den 
gesperrt gedruckten Satz auf S. HO). 

Beispiel: Eine Engel von Q= ]0U Gewicht, die sich mit e ^ 4»/^^, 
Geschwindigkeit bewegt, soll durch eine Gnssstahl-Feder fiberall gleicher Sicher- 
heit anfgefuigen werden. Welche Äbmeasnngen 
muBB die Feder erhalten, wenn sie bis znr Eluti- Fig. 159. 

cit&tBgrenze (450'^'*) geapuint werden boU? 

Fe mnBs nach dem S&tze der Arbeit 



Für GuBsstahl ist nach der Tabelle (S. 103) 



wenn man nach Centiniet«m rechnet, 
die Geschwindigkeitehghe 



daher 



F=- 



-80 = 522" 



Wählt man vielleicht die Spannweite i ^ 1 00 ™> , die Dicke ft ^ 1 «m , 
so mnss fQr die gröBste Breite d die Gleichung gelten 100 - 1 ' '/td^ 523 , 
mithin tl = 1 0,4i ™ . An den Enden verlangt die Sicherheit gegen AbBohening 
nnd die sichere Auflagerung eine kleine Äbweichnng von der ideellen Eauten- 
form. Das Gewicht der federnden Platte beträgt etwa 4 kg, Die Masse derselben 
wurde bei der bisherigen Betrachtung gegenüber der Masse der Kugel vemach- 
lässigt Der dabei begangene Fehler kann erst auf Grund der Lehre vom 
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StoBse (S. 139) benrtheilt werden. Ohne Bttcksioht auf dieBen umstand würde 
man zn dem Schlosse kommen, dass die Federplatte beim ZnrllckBchwingen die 
Engel mit der Gescliwindigkeit e wieder forttreiben werde; in 'Wirklichkeit 
&llt die Geschwindigkeit des Bficklauie geringer am. 



Fig. 130. 




c) 1'ngfederii der Fuhrwerke (Biegangsfedeni). 

Die Federn, welche die W^enkasteu der Fnhrwerke tragen, 
haben den Zweck, die Erschättemngen zu Termindern, welche durch 
Unregelmässigkeiten der Fahrbahn verorsacht werden. Fällt ein 
Fnhrwerk ohne Federn, dessen Gewicht = Q, ia eine Vertiefang h, 
ao muss die Arbeit der Schwere 
^h heim Anfschlagen auf den 
Boden der Vertiefung durch die 
Arbeit des Widerstandes der Fahr- 
bahn, sowie der lothrechten Kräfte, 
mit denen die einzelnen Theile 
des Fuhrwerks aufeinander dr^oken, 
aufgehoben werden. Ist nun der 
Boden wenig nachgiebig, sind die 
fiader und das ganze Fuhrwerk 

sehr steif gebaut, so dass nur geringe Formänderungen entstehen, 
80 werden die Kräfte, deren Arbeit = Qh sein muss, in Folge 
geringer Wegeslängen sehr gross. Daraus entsteht eine Örtliche 
Zerstörung der Fahrbahn, eine starke Anspannung der tragenden 
Theile des Fuhrwerks; auch wird durch den harten Aufschlag, d. h. 
die starke Verärgerung, welche auf die Fallbeschleunigung folgt, 
die Lockerung der Verbindungen 
(Schrauben, Nägel) erleichtert. 

Wird zwischen Achse und 
Wagenkasten eine biegsame Feder 
F eingeschaltet {Figur 131), 90 
wird beim Hinunterfallen nur noch 
die (geringere) Masse der Bäder 
and der Achse hart aufschlagen. 
Der Wagenkasten mit der Last 
wird aber längs einer grösseren 
Wegeslänge aufgefangen, weil die Feder nach dem Aufschlagen der 
Bäder sich durchbiegt und durch ihre Biegungsarbeit die Arbeit 



Fig. 131. 
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der Schwere anftehrt In Folge der beträchtlichen Vergrösaemng 
des lothrechten Weges des Wagenkastens nach dem Aulschlagen der 
Bfider wird nnn die OrJJsse der verzögernden Kraft so erheblich 
vermindert, dass an Stelle des zersbJrenden, unangenehm Mhlbaren 
und lärmenden Stosses eine sanfte lothrechte Schwingung entsteht 
Oate Federn schonen also die Fahrbahn und das Fuhrwerk, sowie 
die Nerven der betheiligten Menschen. Die , zuweilen benatzten 
Eantschnkreifen sind eine Fortsetzung dieser Bestrebungen, indem 
durch sie auch der Stoss der Rftder und Achsen zu einem elastischen 
gemacht wird. 

Die Tragfedem haben eine zweifache Aufgabe: sie müssen das 
Gewicht des W^enkastens im Gleichgewichtsznstande tragen, wobei 
sie eine Spannung a erfahren und müssen ferner im Stande sein, 
bei einer bis zur ElasticitStsgrenze wachsenden Spannung eine Arbeit 
zn leisten, welche die StCsse, die durch die Unregelmässigkeiten 
der Fahrbahn ohne die Wirkung der Federn entstehen wQrden, in 
elastische Schwingungen umwandelt. Die Arbeit der Längen- 
anderung, welche nach S. 112 eine günstige Ausnutzung des Stoffes 
erlauben würde, ist hei der Verwendung von Stahl nicht gut verwend- 
bar, weil die Längenänderung zu gering ausfallt Die VerkQrznngs- 
arbeit von Kautschuk -BliScken hat man bei Strasaenbahn -Fuhr- 
werken früher benutzt, aber ans den S. 104 angeführten Gründen 
aufgeben müssen. Daher verwendet man die Biegungsarheit 
des Stahles, bei der eine beträchtliche Formänderung möglich ist 

Hierzu eignet 
sich nun nach ^ '^2- 

S. 113 die Bal- 
kenform überall 

gleicher HObe 
mit gleichmässig 

veränderlicher 
Breite, d h die 

Dreiacksfeder, 
besonders gut. 

Eine solche Feder ist thatsächlich in der Hitte unterstützt und 
an beiden Enden durch gleiche Lasten belastet; wegen der voll- 
kommen symmetrischen Anordnung betrachten wir zunächst nur die 
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«ine Hälfte, die ao dem einen Ende als wagereclit eingespannt 
betrachtet werden kann (Fig. 132). För den Buhezustand gilt 

Mit der Bnhelast ist nach S. 48 eine Durchbiegung 

(A = 2 t) Terbnnden. Diese Gleichgewichts-Biegung / ist für spätere 
Arbeitsleistang nicht mehr za Terwerthen, denn sie entsieht ebenso 
wie die Spatinnog a schon bei dem Aufbringen der Last. Nor der 
SpannoDgs-Spielraum von a bis znr Elasticitätsgrenze z mit dem 

Arbeitswerthe -r — '-fr— ist noch für die Vernichtung der Stöaae 

verfügbar. Dabei vergröasert sich die Biegung auf/i = f.z\a, der 
am Ende auftretende Biegungswiderstand auf P, = Pzia. Die 
noch auszunutzende fii^nngsarbeit 

PJ,~Pf _ V z-^-ü'- 
^^ 2 - "6 ~~^~ 

wird in der Figur durch das sehraffirte Trapez dargestellt. 

Welchen Anforderungen die Feder zu genügen hat, ist vor- 
wiegend durch die Erfahrung ermittelt worden, und diese hat man 
in der Weise zum Ausdrucke gebracht, daas eine einem bestimmten 
Zwecke angemesse Feder eine gewisse Läiige l haben mnss, unter 
der Kuhelast P nur bis zu einer gewissen Spannung o beansprucht 
werden darf und daas mit der Ruhelast eine bestimmte Durch- 
biegung / verbunden sein mnss. Die Werthe P und / bedingen 
dann nicht allein die Arbeit ^liPf bis zur Belastung mit P, sondern 
auch zt^leich, weil man ziü kennt, die noch weiter verfugbare 
Arbeit (nach Ol. 3). 

Man kümmert sich also bei der Berechnung der Feder nicht 
unmittelbar um die ihr zuzumuthende Arbeitsleistung, sondern bringt 
diese (zur Vereinfachung der Aufgabe) nar mittelbar durch die 
der Ruhelast entsprechende Biegung / zum Ausdrucke. Jedoch ist 
hiermit die Fähigkeit der Feder, die Last zu tragen und darüber 
hinaus noch Arbeit zu leisten, vollkommen gekennzeichnet. 
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h = - 



Die Qnei^clmittahQhe bestimmi sich ans Ql. 2 zn 

'- E f 
die Breite liiernacb ans Gl. 1 zn 

Der Raominhalt V^ytdhl ergiebt eich hieraach, wie es nach 
S. 113, sein tnnss, in SP/—^. 

Beiipi«!: Es Beiea gegeben: 

/■=1900Iib; /=5"; (r = 4500rt-, 
.E=2M0OOO»t; ( = 60™. Dann wird nach GL 4 ii.5:' 
4500 fiO^^, ™. 
25U0OO0 5 '^ ' 



4500 - l,«i 

Eine Feder yon so grosser Breite li ist Ar die. Anvendtmg nicht geeignet. 

8i« wird daher in solcher Weise umgestaltet, dass eine zasaramengesetzte^ 

Feder von geringerer Breite entsteht, die aber die gleiche Trsgföhi^eit and 

Biegsamkeit hat wie 

die soeben bereoh- Fig. 133. Fig 134. 

nete. Man theilt die 
Federplatte nach 

Fig. 133 in eine ge- 
rade AnEahl 3 n 

(z. B. 8) parallele 

Streifen, vereinigt je 

iwei mit gleichen 

Ziffern beieichnete 
TheUe zu einem 

StBcb nnd legt die 

so «rhaltenen Strei- 

en nach Fig. 134 anf einander, wobei man snnächst über dem Ende jedes 

Streifens ein Klötzchen angebracht denkt, so dass die einzelnen Streifen nnr 

dort Kräfte anf einander ausüben können. Diese Kriifte werden mit f,, K„ JT, 

bezeichnet Fig. 135 zeigt die untere Ansicht der Feder, deren Breite — 

betrfigt Die unterste Schicht AB von der Länge — biegt eich bei B um 




weil der Breite V» «^ ^in Tr^beitsmoment i/n J entspricht Die darSber 
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li^ende Schicht muBB b« S die gleiche Durchbiegung /, leigeo, weil die 

zwiMhengelegten ElQtzcheti gleiche Biegung erawingen. Ad dieser Schicht 

greift (Fig. 136) bei C die Kraft K^, 

bei B die Kraft .K, an. Fügt man F'g- 136. 

in B zwei gleiche entgegengeBetite 

fj hinzn, bo bilden die gegebene M 

Kraft Ä'j bei C nnd die bei B ent- i^*****™" 



«mmM 



I 



gegengesetzt hinzngengte ein Kräfte- ä***^**« 

paar 'M=Kj ■ i/i. i, welches dem von i +ii 

i> bis B prismatiBchen Stabe nach 

S. 43 bei B eine Biegong um f^:^ 

abwärts die Kraft äTj—Äj, die nach S. 43 bei B eine Biegung ^'^^"p^'iy^'j ^^ 
enengt Setzt man die Summe beider Biegnngen gleich /^ (Gl. 6), eo entsteht 

In gleicher Weise erhält man £*, = f , und f^i^/"; d. h. die an den 

Klötzchen Ubertr^enen Kräfte sind sämmt- 

lieh ^eich der Last P. Die oberste Lage "K" '^^■ 

bildet (Fig. 137) einen Balken überall | *F 

Reicher Sicherheit, dessen Spannung iw^Jl P 

'" i/nJ ~ J ~ %J 

dieselbe iet, wie diejen^e der Platte 

(s. GL ], S. 117); sie biegt sich nach S. 49, Fig. 61 nach einem Kreisbogen 
vom Halbmesser 

P = T7= 2.4500 ^^"■■' 
nnd die Durchbiegung des freien Endes betr^ 

^ ip E h 
wie bei der Platte (GL 2, S. 117). Von den übrigen Lagen gilt dasselbe. 
Werden die Klötzchen anf die HOhe Nnll yennindert, so ändert sich in der 
Wirkung der Feder- 

l^en nichts Wesent- ^_!_1 

liches. Setzt man 
diese Schicbtenfeder 
an der gedachten 
Einspannangestelle L 

mit einer symmetrisch 

gestellten insammen (Fig. 138), so entsteht eine an beiden Enden je mit P 
belastete Tragfeder, die sich bei A auf ein Achsl^er et&tzt Dass man an 
den freien Enden geeignete Anordnungen trifft, um die Last P sicher auflagern 
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ta kSnnen xmA «Ibbb num ftns ZwechsiäsBigkeitagrnndeD den einielnen L^^n 
BchoD im spanDungslosen Zustande eine KrammuDg giebt, hbt anf die Wiricnng 
keinen erheblichen Einflnss. 

Der Einfachheit wegen haben wir eine Feder von nur 4 Schichten dar- 
gestellt. In der Ausführung wählt man statt dessen 10 Schichten von je 9"" 
Breite. 

Kommt in der Fahrbahn eine Vertiefung um h vor, in die das Rad 
hineinfiJlt und vermehrt sich dabei die Dnrchbiegong der Feder um /, — /, 
so verrichtet die Schwere die Arbeit P(A-(-/i — .0- Wird hierbei die Feder 
bis zur Elasticitätsgrenze beansprucht, äo ist nach Ol Z (8. 117): 

P C- +/.-/) = 'A (i-i/i -i"/) . 
Bei gutem Federstahl kann man die ElastioitSt«grenie etwa lu » '= 8000 an- 
nehmen. Dann wird wegen / = ä »m : 



/.= 



4500 ■ 



und man findet ft ^^ 1,» ™> . Um diese Höhe nur darf die Achse fallen, damit 
die Feder nicht aber die Elasticitätsgrenze hinane beanspracht werde. 

3. Drehungs-Arbeit 

Wirkt am freien Ende eines einerseits befestigten Stabes ?on 
Cylinderform (Fig. 78, S. 64) ein von bis SR stetig anwachsendes 
Drehlingsmoment, entspricht dem Endwerthe 3)1 ein Verdrehnngs- 
wintel ■&, einem beliebigen Zwischenwerthe SB' der Verdrehungs- 
winkel <p, so ist f^r eine Zun&hme dieses Winkels um d<p die 
Arbeit (nach Theil 1, S. 221) 

Weil nun nach S. 65, Gl. 4 3R' mit <p verbSltnisgleicfa wächst, 
so wird wie in den früheren ähnlichen Fällen die Graammtarbeit 
1) a=V2 9MÖ. 

Führt man dies mit 

„SR/ , ™ TJa 
o = t;-^ und m = — - 

trJo T 

auf die stärkste Schubspannong t zurück, so wird 

2 O r' 
oder, wenn man /o = Fitl^ und Fl =V setzt, 



2) 



2 G r' 
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•Da DUO für kreisförmigeD Qaerschoitt iq^ = ^j^r^, so entsteht 

"-Tg- 

Für rechteckigen Querschnitt YOn den Seiten d und h (mit 
/iSJ) wir (S. 69, ai. 13) 



3) 



und nach S. 71, Gl. 16 



L'J,^-h\ 



■worin Ji = yi2 Fh^ und J^ = ynFd^. Daher wird 



Im günstigsten Falle, fflr d = h, giebt dies 
im ongfinstigsten Falle aber, ^r d : k = 0: 

6) a = -Il|. 

um die Drehungs-Ärbeit mit der Verlängernngs-Arbeit ver- 
gleichen zu kSnnen, bedenke man, daas nach S. 15 bei gleicher 
Sicherheit etwa t = 0,8 ö zu setzen, dass ferner G = 0,iE ist 



Fflr den Vollcylinder ergiebt sich nach Gl. 3 

7) S(-0,4>J, 

d. h. beinahe ebenso gross wie die VerUngerungs- Arbeit. Bei 
einem Hohlcylinder von geringer Wandstärke ist annähernd 
i(, = r, daher (nach GL 2) 

8) a = -L^_0,8F- 



2 7-"'"'£' 
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also noch erheblicli gfinstiger ab bei der Verlängemn);. Die 
Drehnngsarbeit eines Hohlcylindera ist hiernach die gflnstigste Art, 
unter der ein Stab Arbeit aa&unehmen Termag. 

Terdrehnn^-Federn. 
Gerade Verdrehangsfedern werden wohl als Thfirachliesser 
an eisernen Pforten benatzt. Wählt man einen Stahlstab mit 
quadratischem Querschnitte von d = O,*'» Seite and l = lÄO"" 
Länge, so erträgt derselbe bei einer zulässigen Scbnbspannnng 
T -= 3600** ein Drehmoment (nach S. 69, OL 13) 

SR =|-.3600^ = 51-*e, 

welches, wenn die Thürklinte 50 °*' von der Drehachse entfernt ist, 
durch einen Kraftaufwand von 51 : 50 = rund 1 ^ zum Offnen der 
Pforte öberwunden wird. Der entsprechende Verdrehungswinkel 
beträgt (nach Gl. 16, S. 71) 



880000 
als Winkel, am den die Thflr gedreht werden darf. 

Gewundene Yerdrehungsfedern dienen in feiner Ans- 
t&hrung als Federwaagen, in grosserem Mafsstabe als Tragfedem bei 
Strasaenbahn-Fuhrwerken und als Bafferfedern bei Eisenbahn-Pnhr- 
werken. Ein nach einem Kreise vom Halbmesser B gekrümmter 
Stab (Fig. 139) sei bei A fest eingespannt (auch gegen Verdrehung), 
bei S mit einem nach dem Mittelpunkte 
fahrenden steifen Arme von der Länge B 
versehen, an dessen Ende eine rechtwinklig 
zur Ebene des Kreises stehende Kraft P 
wirkt Die Kraft P fibt dann auf alle 
Querschnitte des Stabes einen Yer- 
drehangsmoment PR ans, erzengt an 
einem Bogentheilchen dt einen Ver- 
drehungswinkel, der aus Gl. i, S. 65, bezw. Gl. 16, 8. 71, folgt, 
wenn man l mit ds vertauscht Bei einem Mittelpunktewinkel a 
des Binges hat man l mit Ra zu vertauschen, um den Verdrehungs- 
winkel d zu erhalten, und Rd ist dann angenähert die Ver- 
schiebung / des Angriffspunktes der Kraft P, solange es sich um 
kleine & bandelt 
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12S 



Bei eioer eylindrisehen Schranbenfedcr T«n n frei liegend«D 
WimtoDgeti (Fig. 140) hat man dann l mit 2n;T£ za Tertanacfaen. 
Hiernach giltfEkreinePeder, deren Querschnitt 
ein Kreis TOm Halbmesser r, nach S. 65: 



9) 




10) 



Bei der Benutzung solcher Federn zu 
Waagen und Kraftniessern bedingt, die Verhältnis -Gleichheit von/ 
and P eine gleicbnaässige Theilnng. 

Für eine Feder von rechteckigem Querschnitte ist nach S. 69: 
8 J, 



11) 
12) 



= PIt = 



^Thd?; 



f = 



Eine ke^elfünnige Sehranben- 
fedcr (Fig. 141) bildet im Grundrisse 
eine Spirale. Für einen Punkt Q, 
im Abstände q von der Achse ist 
das Moment Pq, wechselnd von 
JP^i bis PRi . Ein Bogentheilchen 
da giebt einen Yerdrehungsfrinkel 






^da -- 



jQdq> 



(wenn der Verdrehungswinkel fflr 
eine Länge l ist) und eine Verschie- 
bung des ÄngrifTspnnktes von P am 

df=&j&d(p. 

Die Gesammtverschiebung ist also 

f=\\de^d<p. 
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Han kann annehmen, dass q sich nach einem Geradlinien- 
Oeseize ändert, d. h. 



'^d<p oder 



2n 
d^ = 



POr eine Feder von kreisförmigem Querschnitte (Halb- 
messer r) gilt für die stärkste Spannung t die Gleiehong 



13) 






PR,= 


-f- 


2 ■ 






Ferner ist 




«- 


OJ, 


daher 






/-- 


p 


2»;t 


Wde 


20J,(B,- 


-iJ,) 


14) 




/ = 




' + Ä, 


)Ä + iS,)- 





Für eine Feder von rechteckigem Querschnitte {d ■ h mit 
d^h) gilt fiir die stärkste Spannung t die Gleichuog: 

und für die Verschiebung erhält man leicht 

16) /=o,,5^(-i + -L)(je,> + s,')(je, + i(,). 

Derartige Federn sind als Bufferfedern der Eisenbahnwi^en ge- 
bräuchlich. 

Beispiel: Für die cylindrische Schrahbeu-TrE^eder eines Stnuse&balm- 
w^ena sei Ä ^ 3 "" , der Qttersahnitt ein Kipis vom Halbmesaer r ^ 1 "", 
die znläsBige Schobspaninuig t = 3600='; G = 1000ÜÜÜ*t; «=8. Dann 
ist die zulässige Belastniig nach GL 9 

f, »00,.-' -,.,^,. 

die entsprechende Znsamniendrüching psch .GL ,10 ■ , . , . , 

_ 36QQ , ' 
■' ~ lOOOOOO ■ 

Die denkbar leichteste Metallfeder würde jeiae aus einer dünnwandigen 
Böbre gewundene cylindrische Schranbenfeder sein. 



.:r.64= ll,8C 
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ScUnssbemerkimg : Bei sämmtlichen vorstehenden Unter- 
SQchnngen über Formanderungs-Arbeit und ihre Anwendung wurde 
die Masse des elastischen ESrpers TernacMSssigt Auf Orand dieser 
Vernacbiassigung war es zulässig, die für eine langsame stetige 
Formänderung hergeleitete Arbeit anch auf Fälle anzuwenden, bei 
denen die Formänderung mit einer gewissen Plötzlichkeit erfolgt 
Die Beröcksichtigang der Masse des elastischen ESrpers and der 
Beschleunigung seiner einzelnen Theile erschwert die Lösung der- 
artiger Aufgaben in solchem Grade, dass man sich fflr die meisten 
Fälle der vorstehend entwickelten Gleichungen bedienen wird; jedoch 
darf man nicht fibersehen, dass das Ergebnis der Rechnung nur 
annähernd richtig sein kann. 

Eine pUtzliche Belastung, jedoch ohne Stoss, hat stets 
Sehwingongen zur Folge, bei denen die stärkste Spannung das 
Doppelte der Oleichgewichts-Spaanung beträgt. Dieses Ergebnis 
findet auch Anwendung auf die verschiedenen Fälle der Be- 
scblennignngs-Znstände elastischer Körper. Auf S. 90 wurde aus- 
drücklich vorausgesetzt, dass sämmtliche Theile des Körpers fiber- 
einstimmeDde Bewegung haben. Der Körper befindet sich dann in 
scheinbarer Buhe in Bezug auf einen Kaum, der dieselbe Bewegung 
aosföhrt War der Körper vorher spannnngslos und treten die 
Kräfte, die den Beschleunigungs-Zustand herbeiführen, plötzlich auf, 
so wird nur der Schwerpunkt des Körpers diejenige Beschleunigung p 
haben, welche S. 90 n. ff. für seine sämmtlichen Theile vorausgesetzt 
war. Die einzelnen Theile aber werden um die scheinbaie Gleich- 
gewichtslage Schwingungen ausfahren, bei denen die Spannungen 
auf das Doppelte der auf S. 90 u. ff. berechneten Werthe anwachsen 
können. 

Da die Formänderungen elastisch-fester Körper innerhalb der 
Elasticitätsgrenze den Belastungen verbältnisgleich sind, so kann 
die Messung der Formänderung zur Bestimmung der Belastung 
benntat werden. Ana diesem Grunde finden Biegangs- und Ver- 
drehungsfedem ausgedehnte Anwendung bei Kraft- und Gewichts- 
messern (Federwaagen, Fedennanomet«r, Dynamometer n. i^l.) 
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D. Stoss elastisch-fester Körper. 

Treten zwei ESrper w&hrend der Bewegung mit einander io 
Berührung und haben sie an der Berflhrangsstelle verschiedene 
Geschwindigkeit, so werden sie im Allgemeinen gegenseitig auf 
ihre Bewegung einwirken, d. h. gegenseitige Kräfte auf einander 
ausüben. Die hiermit zusammenhängenden Bewegungs-Erscheinnngen 
nennt man Stoss. Die Biohtungslinie des gegenseitigen Normal- 
drucks zwischen den KOrpem heisst die Stosslinie. Gebt die 
Stosslinie durch die Schwerpunkte beider ECrper, so heisst der 
Stoss central, sonst excentrisch. Bewegen sieb beide KOrper 
rein fortschreitend, u. zw. in der Richtung der Stosslinie, so 
heisst der Stoss ein gerader. 

i. Gerader centraler Stoss. 

Der stossende Köper habe die Masse if und im Augenblicke 
des Zusammentreffens die Geschwindigkeit c, der getroffene Körper 
von der Masse M^ die kleinere Geschwindigkeit Ci . Die Körper 
üben nun an der BerQbrungsstelle 

gegenseitige gleiche Normalkrälte N ^' 

auf einander aus und drücken sich 
gegenseitig zusammen, bis der Abstand 
der Schwerpunkte S und 5, beider 
Körper den kleinsten Werth erreicht 
bat Bis zu diesem Augenblicke hat 

sich die Kraft N, von Null be- ^ ^ 

ginnend, stetig vergrössert Diese Er- 
scheinungen bilden den ersten Abschnitt der Stossdauer. Darnach 
erfolgt dann im zweiten Abschnitte des Stosses eine Wieder- 
ausdehnung der Körper, wobei die Schwerpunkte sich wieder von 
einander entfernen. In dem Augenblicke der stärksten Formändening, 
welcher zwischen beiden Abschnitten des Stosses li^t, haben die 
Schwerpunkte aufgehört, sich zu nähern und beginnen, sich von 
einander zu entfernen. In diesem Zeitpunkte ist also die schein- 
bare (relative) Geschwindigkeit der beiden Schwerpunkte gegen 
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1. Getader neutraler Stos«, 127 

eiiumder Null, d. b. beide baben eine gemeinsame Oescbwindigkeit u. 
Im zweiten Abschnitte wirlct die Kraft im Allgemeinen noch fort, 
verzögert M noch weiter bia auf die Geschwindigkeit v und 
beschleunigt gleichzeitig J/, bis zur Geschwindigkeit v^. Mit dem 
Eintritte dieser Geschwindigkeiten mag die gegenseitige Einwirkung 
{N) aufboren and damit auch der Stoss beendet sein. 

Es kommt darauf an, aus den Geschwindigkeiten c und Cj 
vor dem Stosse die Geschwindigkeiten v und vi nach dem Stosse 
zu ermitteln. 

In den Figuren sind die Geschwindigkeiten vor dem Stosse mit vollen 
IJnien, die Geschvriedigkeiten im Augenblicke der stärksten FormSnderoDg 
gestrichelt, die Geachwindigkeiten nach dem Stosse stnchpnnktirt 

Sehr einfach ist die Bestimmung der gemeinschaftlichen Ge- 
schwindigkeit u im Augenblicke der stärksten FormänderuDg. Die 
YerzOgerUDg p dee Schwerpunktes der stossenden Masse M nnd die 
Beschleunigung />, des Schwerpunktes der gestossenen Masse M^ sind 

N N 

1) p:p, = Mr.M, 

d. h. umgekehrt wie die Massen. Die Geschwind^keits-Änderungen 
von S bezw. 8^ während eines Zeittbeilchens sind pdt und pidt 
und stehen in demselben Verhältnisse Mi : M. Da dieses Verhältnis 
gacz uuabh&ngig von der (sehr veränderlichen) Grösse der Kraft N 
ist, so mfissen in demselben unveränderlichen Verhältnis auch die 
Oescbwindigkeits-Änderungen der beiden Massen für jeden beliebigen 
Theil des Stosses. sowie auch für die ganze Stossdaaer stehen. 
Daher für den ersten Abschnittt des Stosses: 



2) 






M~ 


— <^i 


M, 


far den zweiten Abschnitt: 






3) 






"i 


^ 




für den 


ganzen 


Stoss: 








*) 






_L 


-» 


_ M, 
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128 Si^t« Abtheilnng. D. Stoae eUatJsch-fester Körper. 

Aas Gl. 2 flndet man leicht die Uobekatiiite 

^> '*= Jf+Jf. • 

Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeits-Aendeningen der 
beiden Hassen im ersten Abschnitte des Stosses, wenn man ia c — u 
ond u — C] den Werth von u nach Gl. 5 einsetzt and mCglichst 
zasammenzieht, zn 



1 + 


M 


c — 


^\ 


1 + 


Jf, 
M 



Diese Vorgänge im ersten Abschnitte des Stosses sind ron dw 
Beschaffenheit der KCrper and von der Heftigkeit des Stosses ganz 
ODabhängig. Anders ist es mit den Vorgängen im zweiten Ab- 
schnitte; diese lassen sich nicht mehr mit gleicher Schärfe be- 
stimmen, da sie wesentlich von dem Qrade des elastischen Ver- 
haltens der Ettrper abhängig sind, zu dessen Eennzeichnang eine 
ErfahrangsgrCsse eingeführt werden muss. Die Geschwindigkeits- 
Ändernng u — w der Masse M während des zweiten Abschnittes 
werde nämlich aaf die Geschwindigkeits-Änderung c — u derselben 
Masse im ersten Abschnitte bezogen durch die Festsetzung 

u-v-k{e-,). 
Dieses selbe Verhältnis gilt dann wegen GL 2 n. 3 auch für die 
Masse 3f , , d. L 

v,-u = k{u-c,). 

Die Verhältniszahl k heisst der Eoefflcient der Stoss-Elasticität, 
wofar wir kfirzer Stossziffer sagen. Wenn die Qeschwindigkeits- 
Abnahme der Masse M im zweiten Abschnitte k mal so gross ist 
wie im ersten, so muss sie während beider Abschnitte das (1 +k) 
fache derjenigen des ersten Abschnittes betragen, daher 

c~-v = ic-u){l+k) 
und ebenso die Geschwindigkeit-Zanahme vom M: 
v,-c, = {u-c,{l+k), 



ov Google 





1. Gerader neutraler StoBS. 


oier mit Hülfe 


der GL 6 


0.7: 




8) 


c — v 


c-c. 


(!+*)• 


a\ 


Vi-C, 


C — «1 


(1+ft). 


»J 


>+§ 



Der Zähler der rechten Seiten ist der Geschwindigkeits-Unter- 
schied der beiden Massen beim Zasammentreffen, den wir karz die 
Stossgeschwindigkeit nennen wollen. Von dieser ist die 
Heftigkeit des Stosses abh&ngig. Die Nenner in Ol. 8 n. 9 
haben die Form 1 + VerhftltniB der beiden Massen, wobei diejenige 
Masse zuerst geschrieben wird, am deren Geschwindigkeit es sich 
gerade handelt 

FOr die Grösse k ergiebt sich noch eine andere Bedentong, 
wenn man die Gl. 8 n. 9 zusammenzählt and bedenkt, dass 




- ,_vi — V _ Geschwindigkeits-Ünterschied nach demStosse 
c — c, Geschwindigkeits-Ünterschied ror dem Stosse 

Yei^Ieicht man das gesammte Arbeitsvermögen beider Massen 
Tor dem Stosse mit demjenigen nach dem Stcsse, so ergiebt sich 
in Allgemeinen etn Unterschied, n. zw. von der Grösse 
a = Vs (Mc^ + Ml c,2 — jf^ «* — Mt «,2J 
oder anders geordnet 

2 a = Jf (c3 — v!) - Jfi (v,^ ~ C^S) 

= M{e-v}ic + v)-M, (v, - c) K + c) . 

Weil nnn nach Gl. 4: Jf, (vi — c,) = J( (c — v) ist, so wird aach 

2% = M'ie — v){e + v — (v,+Ci)] = M{c — v){o — Ci~'ivi~v)]. 

Ktok, Hsehuik. U. 9 



ov Google 
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Setzt man hierin die Beziehung Wj — r = (« — cj A (Ql. 10) ein, 
80 wird 2 Ä = 3£{o — v){c — cj (1 — k), und es entsteht 
schliesslich, wenn man nach nach Gl. 8 c — w auf c — c, zurflckführt : 



urmr 5 (i - « J ■ 



a) Festsetzaug der Stossziffer k. 

1) Verhalten sich die KOrper beim Stosse vollkommen 
elastisch, 30 werden sie nach Beendigung des Stosses keine bleibende 
Fonuändemng zeigen. Die n^^ative Arbeit der inneren Spannkräfte 
bei der ZusammendrQckang wird dann durch die positive Arbeit bei 
der Bäckkehr in den spannungsloseu Zustand vollständig aufgehoben. 
Da nun, wenn man beide Massen als eine Gruppe anflässt, N eine 
innere Kraft ist und äussere Kräfte nicht vorhanden sind, so muss 
das Arbeitsvermögen nach dem Stosse dieselbe Grösse haben wie 
vor dem Stosse. Es bedingt dies, dass in Gl. It) 1 — k^ = 0, mit- 
hin A; = 1 werde. Beim vollkommen elastischen Stoss 
ist also die Stossziffer k= 1. 

2) Der G^ensatz hierzu ist, dass die Körper beim Stosse aicii 
gar nicht elastisch, sondern vielmehr vollkommen bildsam oder 
plastisch verhalten, dass sie nach dem Eintreten der stärksten Form- 
änderung gar kein Bestreben haben, zur ursprünglichen Form zurQck- 
zukehren. In diesem Falle kommt der zweite Abschnitt des Stosses 
gar nicht zu Stande; es ist sonach k = 0; die Geschwindigkeiten 
V und Vi werden beide = «, d. h. die beiden Körper gehen nach 
dem Stosse mit gleicher Geschwindigkeit u weiter. In diesem 
Falle besteht die Arbeltsverrichtung nur in der negativen Zusammen- 
drückunga-Arbeit, die den Verlust an Arbeitsvermögen hervorruft 

man erhält diesen Werth, indem man in Gl. 11 A: = setzt. Also: 
beim vollkommen anelastischen Stosse ist die Stoss- 
ziffer k = 0. 
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3) Streng genommeo giebt es weder einen ToUkommen elastischen, 
noch Tollkommen unelastischen Stoss; rielmehr sind die wirklichen 
StOsse nnTollkommen elastiaeb, und es liegt k zwischen 
and ]. Ob ein Stoss mehr oder weniger elastisch ansfS.Ut, hängt 
nicht allein von der Beschaffenheit der ESrper ab, sondern auch 
von der Heftigkeit des Stossea, von der StodSgeschwindigkeit c — C|. 
Die Stossziffer nähert sich um so mehr der Einheit, je elastischer 
die Körper sind (Elfenbein, Glas, Kantschuk) und je geringer die 
Heftigkeit des Stosses ist; sie nähert sieh um so mehr der Nnll, 
je bildsanaer die Körper sind (Wachs, Blei, ungebrannter Thon) 
und je heftiffer der Stoas erfolgt. 

Für einen gegebenen Fall kann man die Stossziffer k durch 
Tersuche ermitteln. Auf einen festen Boden (Fig. 143) legt man 
eine Platte aus bestimmtem Stoffe, lässt eine 
Kngel M von ebenfalls bestimmtem Stoffe Fig. U3. 

aus einer Höhe h herabfallen und beobachtet, ^ Qjj 

bis 7.U welcher Höhe k^ sie wieder empor- * + 

springt Um auf diesen Fall die Gl. 8 und 
9 anwenden zu können, musa man zunächst l Q_ 

beachten, dass die in diese Gleichungen ein- | 

zuführende Masse Mx nicht gleich der Masse I , . ^i 

der Platte ist, dass vielmehr die Platte, 1 lO! \ 

weil sie auf dem unnachgiebigen Erdboden I ^^^^^____| 
gelagert ist, für den Stoss gewissermassen 
mit der ganzen Erde zusammen eine Masse M^ bildet, so dass 
M^iM^oo oder Jf : Jf, = zu setzen ist In allen Fällen, 
wo ein durch einen Stoss getroffener Körper in ii^end einer Weise 
unbeweglich gemacht ist, kommt dieser umstand dadurch zum 
Ausdrucke, dass man M:Mi =0 setzt, weil nur hierdurch in Gl 9 
die Gesehwindigkeits-Änderung v^ — c^ zu Null gemacht wird. 

Da die Platte die Geschwindigkeit 0^=0 hatte, so wird (Ol. 8) 

C y =^ c{\ + fc) = C + Cfc, 

also V = — ck. Nun ist c = Y'2gh\ das negative Zeichen von 
ck bedeutet, dass die Geschwindigkeit nach dem Stosse aufwärts 
gerichtet ist Es wird v gemessen durch die Steighöhe 
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mithin ist 

Für Tollkommen elastischen Stoss mflsste h^ = h werden; fttr 1; = 
wird Ai = 0. Die Ergebnisse eines solchen yeranches können 
natflrlich nnr anf solche Fälle angewandt werden, wo dieselben 
Stoffe vorliegen wie beim Versuch nnd auch die Stossgeschwindigkeit 
« — c, etwa = \^2ffh ist Der Lnftwiderstuid ist ßr kleine c za 
vernachlässigen. 

Für GeBchwiDdigkdten, wie sie anf dem Billard vorkommeii, ist bei Elfen- 
bein jb^V*' f^ KBrin^ GeBchwindigkeiten iet bei Glas i=i*/i«, fOr Stabl 
und Kork >/t. POr Holz ist bei etwa 0,t°> Fallhöhe k = yt. 

b) Unelutiaeher Stoss. 
Für iE; = haben beide EOrper nach dem Stosse die gemein- 
schaftliche Geschwindigkeit 

u) " = - = ■= M+A, 

nöd einen Terlust an Arbeitsvermögen (Gl. 11, S. 130) 

Bewegen sich die beiden Körper gegen einander (Fig. 144)» 
so vertaasche man c^ mit — Ci ; dann wird 

, -,. 2£c — 3f| C\ , 

16) v = v,~u= ^^^^ Md Fig. 144. 

' M+Mi 2 

Sind noch beide Uassen and deren Ge- 
schwindigkeiten einander gleich, so wird 
V =s f 1 = und 
18) %^K^ = -iMsl """""' 

d. h. in diesem Falle geht das gesammte durch die Geschwindig- 
keiten der Körper bedingte Ärbeitavermögen für die äussere Bewegung 
verloren. Freilieh verschwindet das Arbeitsvermögen nicht sparlos, 
vielmehr wird es zum grOssten Theile, wie die Arbeitsverinste durch 
Beihang (Theil 1, S. 265) in Wärme, zum kleineren Theil in Schall- 
schwingongen umgewandelt 
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c) AnwendnDg des Stosaea; Einrammen von Pfthlen. 

Da die Geschwindigkeits-Aendernngen beim Stosse sehr schnell 
erfolgeD, so wird die entsprechende Xraft N häufig sehr gross. Die 
technische Verwendung des Stosses hat meist den Zweck, mit ver- 
gleichsweise einfachen Mitteln grosse Eiäfte anszuäben, z. B. beim 
Bintreiben von Nägeln und Pfählen, beim Schmieden a. dgl. Man 
kennte einen Nagel anch darch Belastung ins Holz eindrQcken; jedoch 
ist dies zn umständlich; die zum Eindrücken erforderliche Eraft lässt 
sich mittels eines Hammerschlages in einfachster Weise hervorbringen. 

Beim Eintreiben von N^eln und dem Einrammen von Fl^hlen 
sind die Verhältnisse so beschaffen, dass man den Stoss als annähernd 
anelastisch {k = 0) annehmen kann. Anch hat der getroffene 
Körper Mi vor dem Stosse die Qeschwindigkeit c, = ; daher wird 

'») '-"-'-MfM,- 

der Verlost an (äusserem) ArbeitSTermögen 



Bei letzterer Schreibweise von "ü ist ^l%M.c'^ das vor dem Stosse 
vorhandene Arbeitsverm{)gen; der zugehörige Faktor ist die Verhältnis- 
zahl, welche angiebt, der wievielte Theil des ursprünglichen Arbeits- 
vermögens verloren geht. Während deir.sehr kurzen Stossdaner erfolgt 
noch keine erhebliehe Bewegung der Uasse Jf, ; nach dem Stosse aber 
gehen die Massen M ond if, mit der gemeinsamen Geschwindigkeit 
u weiter; der ihnen verbliebene Uest an äusserem Arbeitsvermögen 

-) «. = ^-« = T-^ 

^ ■•■ M 
wird nun dazu verwandt, den Widerstand W, der sich dem Ein- 
dringen des Nt^els oder Pfahles entgegensetzt, ISngs eines Weges e, 
der Eindringungstiefe, zn überwinden. Hiernach ist ?l, gewisser- 
massen die Xutzarbeit des Stosses, während ^hMc'^ durch Arbeits- 
aufwand erzeugt werden musste. Man kann daher bei StOssen, die 
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das Eintreiben eines Nagels oder Pfahles zum Zwecke haben, 
%i:(Vi-2fc^) den Wirknngsgrad den Stosses 



'■^ M 

nennen. Dieser wird um so grösser, je kleiner Jf^ ; M, oder je 
grJisser M: Jitf ist. Es miiss daher der treibende Körper 
möglichst schwer im Verhältnisse zum getriebenen 
Körper sein. Würde der Hammer nnr ebenso schwer sein wie 
der einzutreibende Nagel, so wäre t] nnr 0,b, d. h. von der zum 
Hammerschlag aufgewMdten Muskelarbeit würde nur die Hallte 
nutzbar, w&hrend die andere Hälfte in schädlicher Weise onter 
Erzeugung von Wärme und Schall dem Nt^elkopfe bleibende Form- 
änderungen ertheilte. 

Beim Einrammen von Pfithlen lässt man einen Fig. 145. 

Bammklotz vom Gewicht Q = Mff von einer 
Höhe A auf den Kopf des Pfahles vom Gewichte 
Qi=Miff herabfallen (Fig. 145). Die für einen 
Schlag znm Heben des Bammklotzes aufgewandte 
Arbeit Qh setzt sieh beim Fallen in äusseres 
Arbeitsvermögen ^/2 Mc- nm; davon geht der 
Theü % für den Zweck verloren, während mit dem 
Beste (Gl. 21) 

Jl 

Q 
beide Körper nach dem Stosse sich abwärts be- 
wegen. Ist 9 die Wegeslänge dieser Weiter- 
bewegung, 30 verrichtet die Schwere noch die Arbeit 
{Q+Qi)e, während der Widerstand W des Erdreiches die Arbeit 
— Ws leistet Sonach ist 



«, = QA.- 



1+ - 



Wa=(Q + Qt)s + Qh- 



1 



Hieraus kann man W berechnen, wenn g beobachtet wurde. 
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Bilip»! 


I.t«= 


= 1300 kB, Ci=60Okg, A=:80<»>nnd 
.'.0,. 1800-0,. + ™'" 


= 


.«», Bowird 


Das GUed 


(« + w 


w 

hat BD 


= 900 + 64000, daher 
= 129 800 »K. 
unbedeutenden Einflnss, dass 


^ 


ffenan genng 


24) 








Ws = 


QA— ^ setzt, mit 







Q 

W= 128000 *e. 
Bis zu diesem Wertbe dOrfte die Belastung des Pfahles steigen, ohne dme der 
Pfahl einsänke. Da aber diese Bechnnn^ ziemlich roh ist, erfahnmgsmässig 
auch der Widerstand des Erdreiches mit der Zeit abnimmt, so nimmt man von 
dem nach GL 24 berechneten Werthe von W nur etwa Vi» als mit Sicherheit 
inläsBige Belastung, d. h. mnd 7000 ^s. 

BerflcksichtiguDg der Elasticität des Pfahles. Nach 
deD Gleichungen 23 und 24 wfirde jeder Schlag von noch 30 
geringer Fallhöhe h eine gewisse, wenn auch kleine Eindringnngs- 
tiefe f des Pfahles zur Folge haben, da erst fär A = auch 
e = wird. Dies trifft aber in Wirklichkeit nicht zu. 
Bis zu einem gewissen Grenzwerthe k^ bringen Fall- p. ^^g 
faShen des Bammklotzea gar keine Eindringnng des Pfahles 
herror, sondern pressen nur den Pfahl elastisch zusammen, 
worauf er sich dann wieder ausdehnt Soll sich nimlich 
der Pfahl vom Querschnitt F und der Länge l durch 
Einwirkung von oben unter Ol)erwindung des Wider- 
standes W abwärts bewegen, so muss an dem unteren 
Ende des Pfahles eine Spannung a = W: F hervor- 
gebracht sein, und man kann mit einiger Wahrscheinlich- 1^ . 
keit annehmen, dass nahezu der ganze Pfahl auf diese 
Spannung gebracht werden muss, bevor er einsinken wird. 

V a^ 
Dazu ist aber nach S. 101 eine Arbeit -^ ^ erfordel-lich. Diese muss 

man von dem Arbeitsvermögen des Pfahles und des Hammklotzes ab- 
ziehen, und erst der Best ist = TT« zu setzen. Mithin wird, weil V=Fl, 

25) 
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Die nnwirksame Fa11b{\be Aq erfaalt man, wenn man a = and 
h = hf, setzt, d. h. 

Von der Hohe k wird also nnr h — Ag wirksam. Dieser Einöoss 
wird besonders bei langen Pfählen bedeutend. 

Beiipiel: Ist wiedenim Q = 1200^, Q^^eOOkg, h=z80<:<», Ffahl- 
dictorf=30™, f=TOOqoiB, ( = 10 ■" = 1000'"", £= 120000 »l, » = 0,iem, 

^° '" _ 1200 - 80 _ tF'IOOO 

'"" 1,1 2 ■ 120000 . 700' 

Dies giebt rund tr= 70000 k«, wovon man etwa V>», i- *»■ 7000kg, aia sicher 
zoläanigD Belastung des Pfehles nimmt. Für die unwirksame Fallhöhe 'trird 
1200 . Aq _ 70000^ ■ 1000 
I,» ~ 2 ■ 120000 ■ 700 
dieses Umstandes wird dann der Wirkangsgrad der Ramme (statt nach GL 22} 
nor sein: 



mit bo ^ etwa 36 ™ . Hit BerQcksichtignDg 



Qjh-h,) 1 _ Q{h-h„) _ 
Qh '..Ol (Q.+ Qi)h 



= 0,3; . 



Durch Vergtössening von h würde derselbe erhöht werden. — Grossen prak- 
tischen Werth haben vorstehende Formeln' leider nicht 

d) HSmmer zum Schtuiedeii oder NietcD. 

Die för die äussere Bew^ung verloren gehende Arbeit 91, 
welche unter Erwärmang eine bleibende Formänderang erzengt, 
war beim Eintreiben von Nägeln, Pfählen u. dgl. ein Verlust, ist 
sber beim Schmieden oder Nieten gerade das Nfitzliche. Hierfür 
ist nach Gl. 20 (S. 1 33) der Wirkungsgrad 

a _ 1 
27) ^~ '/sMc^ " i mK' 

Dieser wird gross, wenn 3/j : M gross wird, d. h. wenn die getroffene 
Masse gross ist im Verhältnisse zur stossenden Masse. Zu diesem 
Zwecke legt man das Schmiedestück auf einen schweren Ämboss 
nnd unterstützt diesen durch einen noch schwereren Körper, die 
Chabotte, welche bei Dampfhämmern tief in den Erdboden reicht. 
Amboss nnd Chabotte bilden dann in Bezug auf die Wirkung des 
Stosses mit dem Schmiedestück eine einzige Masse Jfi . Ist z. B. 
Ml = lOM, so wird ?; = 1 : l,i = 0,91, d. h. es werden 91 Vo 



ov Google 
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der aafgewandten Arbeit zur Formänderang Terwuidt, während 9 "/o 
der Arbeit die Cbabotte allmählich tiefer in den Brdboden eintreiben. 
Beim Nieten mnss das Niet dnrch einen möglichst schweren 
Yorhalt-Hammer von der Masse' M^ gegen Forthew^ung dnrch 
den Schlag des Niethammers thnnliehst geschützt werden. 

e) Biegung dnrch den Stoss eiiifs Körpers. 
Dieser Fall wnrde auf S. 1 U unter der Voraussetzung behandelt, 
dass die Masse des getroffenen, auf Biegung beanspruchten Körpers 
Temachlässigt werden kOnne, M i t Rücksicht auf diese Masse 
kann man die Aufgabe in folgender Weise behandeln. Die bis- 
herigen Gleichungen fQr den Stoss setzten voraus, dass sämmtlicbe 
Punkte des gestoasenen Körpers sich im Augenblicke der stärksten 
Zasammenpressnog mit übereinstimmender Geschwindigkeit v weiter 
bewegten. Wird aber ein an 
beiden Enden unterstützter Stab ^^- **''■ 

von der Masse M^ in seiner Mitte C'^\c 

durch eine mit der Qeschwin- ^^_^^__ ___. \<=»/ __^ 

digkeit c dagegen stosaende Masse ^'"*'-*<L \ w) ^^"""""^ 
M getroffen (Fig. 147), so wird C^—Jj^^^ 

der Stab sich biegen, und die 

Geschwindigkeiten seiner einzelnen Punkte werden in jedem Ai^en- 
blick unter einander verschieden sein; an den Auflagern bleiben die 
Geschwindigkeiten Null, während sie nach der Mitte hin zunehmen. 
Für das Verhältnis der Qeseh windigkeiten der einzelnen Punkte giebt 
das Verhältniss der Ordinate der betreffenden Stellen einen Anhalt. 
Da die Wegeslängen y und / in glei(Aen Zeiten durchlaufen werden, 
so müssen die Geschwindigkeiten und ebenso auch die Beschleuni- 
gungen py Und pi der Punkte P und G sich verhalten wie y if, 
d. h. es ist 

Nach dem Satze von der -Bew^ung des Schwerpunktes (Theil I., 
8. 141) idt 

Imf, =2' F. 

J>arin bedeutet .^^F die Summe sämmtlicher äusseren Kräfte der 
Eichtung der f^. In irgend einem Angenbticke während des Stosses 
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13g Erste A-btheilnng. D. Stoss elftatJadL'fester Körper. 

wirkt nun an dem getroffenen Stabe im Sinne der p^ die Kraft 
N—2A (Fig. 148), mithin wird 

Darin ist m die Masse eines Längentheilcbens, d. b. bei Qberall 

gleichem Querschnitte, den wir 

hier annehmen wollen, ^„ l^g 

m=^F-dx. 
ff 
Daher entsteht 

^—FSydx^N—^A. 

Uan könnte nun ^ :/ aus der Gleichung der Biegongslinie für 
den Fall einer ruhigen Belastung ableiten. Da es aber zweifelhaft 
ist, ob die verschiedenen Biegnngslinien, die in den verschiedenen 
Augenblicken des Stosses sich bilden, dieselbe Form haben wie diejenige 
der ruhenden Last, so nehmen wir der Einfachheit wegen die Biegungsr 
linie für den Stoss als Parabel an. Dann wird J"yrfaT= ^afl, mithin 

Pi^Fl^=N—2A, oder, 

weil yFl = M^g ist. 

Für den stossenden Körper ist Mf = N, mithin 

p^jMi = Mp-2A. 

Es ist nun nicht etwa, wie im Oleichgewicbtszustande 2 A = N; 
vielmehr ist 2 ^ erheblich kleiner als JV. Ist der Stoss sehr heftigi 
so pflanzt sieb seine Wirkung nicht einmal bis zu den Stützpunkten 
fort; es bleibt (unter Yernacblassigung der Schwere) A = 0; der 
Druck N wirkt nur aosserordentlicb kurze Zeit, wuchst dabei zu 
einem verhältnismässig grossen Werth und bringt an dem Stab 
eine nur örtliche zerstörende Wirkung hervor, wie man z. B. mit 
einer Gewehrkugel versuchen kann. In solchem Fall ist von der 
Ausbildung einer Biegungslinie keine Bede. Aber auch bei weniger 
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beftigem Stosse kann doch meist 2 A gegenüber N vernachlässigt 
werden, so dass 

P'-Pi — '^ßM^iM ist 
Vergleicht man diese Formel mit Gl. 1, S. 127, so findet man, 
dass an Stelle von M^ nunmehr ^ß M getreten ist. Es folgt dann 
in gleicher Weise wie dort {mit Ci = Null) 

1) ■ u= ^' 

fftr die Geschwindigkeit des Stosspunktes im Augenblicke der stärksten 
Formänderung, während der Funkt P eine Geschwindigkeit 

M> = M -y hat 

Kehmen wir den Stoss. wie es in solchen Fällen meistens 
geschieht, als unelastisch an, so ist das gesammte Ärbeitsvermdgen 
beider ECrper nach dem Stosse 

■ dx 



ergiebt Nun ist ^hSydx'y das statische Moment der Parabel- 
fläche in Bezug auf die Sehne, = '^/^ Vs/ (Theil 1, S. 183), 
mithin Jy^ dx = V's/" ^i also wird das Arbeitsvermögen 

2) ~{Jf+Vi5 3^i) 

oder, wenn man den obigen Werth für u (Gl. 1) einsetzt, und 
bedenkt, dass das Arbeitsvermögen in Biegungsarbeit (S. 111) um- 
gewandelt wird, 

~ 6" £72" 



UM 

Die Umständlichkeit dieser Formel steht nicht im Verhältnisse 
zur Sicherheit ihrer Grundlagen. Innerhalb ziemlich weiter Grenzen 
(Ml : M= ^/lü bis 10) kann man dafür annäherungsweise einfacher 
schreiben 

Mc^ 1 _t ^Ü 
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Bclapi«! : Anf die Kitte einer Bohle von I o Spannireite, 34 <■ Breite, 

5 cm Stärke (Fig. 149) falle ein Gewicht von 50 kg. Wie groes darf die PaU- 

höhe A sein, damit die Bohle 

nicht über 170 »t gespannt werde? 

Wiegt ein 1 «l"» Hok 600 W , "^- '*^- 

Bo wird das Gevricht der Bohle ^--"^ 

e, = 1 . 0,« 0,0» 600 = 7,.*!. \^ 

^ 

Es wird '/iMt^-^Qh. 6^^^ r~" .> 

Die obigen Gleichungen ''" " ^'^^ '*"' 

gelten für einen Stoss in wage- 
rechter Richtung, bei dem die Schwere keine Arbeit verrichtet. Beim lothrecht 
abwfirts erfolgenden Stoss aber verrichtet die Schwere eine Arbeit, während 
die Bohle sich am / durchbiegt. Das Gewicht Ö leistet die Arbeit Q/, das 
Gewicht Qj der Bohle aber V^ Q/j '"^'^ ^"^ beliebiges Theilchen der Bohle 
nur nm y sinkt (vergl, S. 137, Fig. 147). Nun beträgt die Durchbiegung der 
Bohle bei <r= 170 »t nach S. 46, Gl. U: 



170 ton' 
120000 2,1 



= 0,47 cn 



daher wird nach GL i (mit t':«' = V», »«1- S. 112) 



120000 



oder h =i 3 "» . 

Im Rnhezustande entspricht der Belastung mit 50^ nor t 
50. 100. G 



■ 4-24.5* 



= I2,( 



und schon durch einen Fall der Last von 3™ Höhe steigt die Spannung auf 
das 13,« fache. Hiemach ist es begreif Uch, dass mau die in Gleichgewlchta- 
Berechnungen einzusetzenden Spannungen oft nur sehr gering annehmen darf, 
wenn Stösse der Last zu erwarten sind. 



f) Tollkommen elastiacher Stoss. 
Je kleiner die Stosageschwindigkeit c — Cj und je elastischer 
die Körper sind, um so mehr wird sich k dem Wertb 1 nähern. 
Für *;= 1 wird nach Gl 8), S. 129 
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Sind die Blassen einander gleich, wie es bei Billardkugeln an- 
nähernd zntrifft (Fig. l&O), so wird 

c — V ^c — o, , d h. r ^ Ci , 
Vi — Ci^c — Ci, d. h, Wi ^ c ; 
d h. es vertauschen die Massen ihre Geschwindigkeiten. Sind die 
Kugeln im Ausseben nicht verschieden, so sieht man die Wirkung 
des Stosses kaum. Denn mit der Geschwindigkeit c, 
die vorher die eine Eugel hatte, bewegt sich auch ^' ^^**- 
nach dem Stoss eine Engel weiter, ebenso mit der fla\''~M\ 
Geschwindigkeit C| die andere, gerade wie wenn sich v_^/^_y 
die Kugeln durchdrungen hatten. -^ -gj* 

Dieser Fall findet auch Anwendung auf Eisen- -^ ~^ 
babnwagen, wenn dieselben beim Verschieben mit 
geringer Stossgeschwindigkeit auf einander treffen; denn bei geringer 
Heftigkeit des Stosses verhalten sich die Bnfferfedem ziemlich elastisch. 
Bei ungleichen Hassen sind die GL 1) anzuwenden. 

StCsst ein Ejtrper gegen eine ruhende und unbe- 
w^Iiehe elastische Wand, so muss (wie S. 131) 
Ml : M = aa gesetzt werden. Dann wird 



o 



1+0' 



Der Etirper wird also mit der gleichen Geschwindigkeit von der 
Wand zurückgeworfen, mit der er dieselbe trat 



2. Stoss steh drehender Körper. 

Zwei Eörper drehen sich um feste Parallelachsen ^ u. ^^ und 
treffen derartig zusammen, dass zwischen ihnen ein g^enseitiger 
Druck iV auftritt, der rechtwinklig zu der Ebene beider Drehachsen 
steht und diese Ebene in P schneidet Dann ist P der Stosspnnkt; 
er sei von A u. A^ um a bezw. Si entfernt Die Umfang^eschwindig- 
keiten beider ECrper am Stosspnnkte mOgen c bezw. Cy betragen. 
Diese Geschwindigkeiten sind der Unterscheidung wegen auf dem 
Drebungskreise angedeutet ebenso die Geschwindigkeiten v und Vj 
nach dem Stoss (an der rechten Seite der Figur). Der Druck N 
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142 Erste Abtbeilung. D. StosB elastisch-fester Körper. 

ertheilt der stossenden Masso cäno im Stosspunkte gemessene Um- 



p = — nnd der geatoaseneu 
Masse an derselben Stelle eine Umfangs- 



Bescbleunigang pi ■■ 



, wenn n und /i^ die 



auf den Stosspunkt bezt^enen Massen der 
beiden Körper sind {Theil ], S. 268). Hier- 
nach ist 
1) p:pi=-"i :"• 

Diese Gleichung entspricht der Gl. 1, 
S. 127, fBr den geraden centralen Stoss freier 
Körper ; nur treten an die Stelle der wahren 
Massen M^ und M hier die aaf P bezogenen 
Massen fii und ^, welche den Bedingungen 
J=fia^, Ji = fiiüj^ genügen, wenn J" mid J^ die Trägheits- 
momente der Körper in Bezug auf die Drehachsen sind. Hiernach 
ergeben sich auch für die Geschwindigkeits-Änderungen während 
des Stosses die Gleichungen in derselben Weise 
wie Gl. 8 und 9, S. 129, wenn man auch in 
diesen M und Mi mit fc und /i^ vertauscht! 
nämlich 




Fig. 153. 



1+^ 



1 + 



-(H-fc) 



{!+*). 




Ist der stossende Körper aber ein freier Körper, der sich in 
der Richtung der Stosslinie fortschreitend bewegt und dessen Schwer- 
punkt auf der Stosslinie liegt (Fig. 153), ao gelten obige Gleichungen 
mit der Abänderung, daaa für /* wieder die wahre Masse M eintritt 

Ballistische« Pendel. 
Diese Vorrichtung hat Ähnlichkeit mit Fig. 154 und ist in 
früherer Zeit benutzt worden, um aus der Bewegung dea Pendels 
nach dem Stosse die Geschwindigkeit c des dagegen abgefeuerten 
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B^listisches Pendel, 143 

Geschosses M zu berechDm. Diese Einrichtung ist ein so vorzflg- 
liches Beispiel zu den hier behandelten Vergangen, das9 sie hier 
besprochen werden soll, wiewohl 
sie jetzt in der Anwendung durch Fig. 154. 

vollkommenere Vorrichtungen er- 
setzt ist 

Das Pendel hat an der Stelle, 
gegen die das Geschoas abgefeueit 
wird, einen vorn offenen, eisernen 
Kasten, der mit trockenem Thon, 
weichem Holz u. dgl. gefüllt ist, 
so dass das Geschoss darin stecken 
bleibt und der Stoss als un- 
elastisch {*; = 0) angesehen werden kann. Vor dem Stoss ist das 
Pendel in Ruhe. Daher wird nach Gl. 2 und 3, S. 1 42 oder nach 
Gl. 5, S. 128. 

Bei der Drehbewegung des Pendels nach dem Stosse möge dasselbe 
einen Winkel i beschreiben, bis es seine Geschwindigkeit verloren 
hat and znrQckschwingt. Ist nun sein Schwerpunkt 8^^ um ej 
Ton der Drehachse entfernt, so hebt sich dieser bei der Drehung 
um A = «1 (1 — cos et). Dann ist nach dem Satze der Arbeit 

5) {M + //,) 1^ = {Mga, + M,gt,) (1 - cos i) ; 

die linke Seite ist das Arbeitsvermögen von Pendel und Qeschoss 
nach dorn Stosse. die rechte Seite der absolute Werth der Arbeit 
der Schwerkraft beim Ausschlage des Pendels. 

Bei der Ausführung musste das Pendel stets sehr schwer sein 
im Verhältnisse znm Geschosse, so dass M gegen Jf, und /<, zu 
vernachlässigen ist. Zar Vereinfachung der Formeln empfiehlt es 
sich, schon jetzt diese Vernachlässigung Torzunebmen. Dann wird 
ans Gl. 4 und 5: 

6) Jf2(.a = 2^i//i^c,(l — eosa). 

Die auf den Abstand a, bezogene Masse //, kann nun ebenfalls 
durch einen Versuch ermittelt werden, indem man das Pendel 
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3chwiDgeo ISsst nod seine Schwingangsdauer t beobachteL Ffir 
diese gilt (nach Theil 1, S. 279) 






Die Kintührung dieses Werthes in Gl. 6 liefert 
.„,, . 2Jf|V.i'i'(l-C0»a 



Setzt man nun noch, am WanelaasdrOcke za Termeiden, 



7) 



'2 ^ 



2' 
M 



Beispiel: Es sei J/, = 5003f, ( = 1,«»^; M,e, kuui nach Theil 1, 

S. 383, Fig. 353 gemeaaen werden; ea Bei <; = 2,1". Der ontere Zeigei des 
Pendela bewegt aicb in einem geschlitzten Gradbogen, der Tot dem Vemcha 
mit Talg ansgeBtricben wurde, so dass man, wemi das Pendel wieder cur Bnhe 
gekommen ist, a bequem ablesen kann-, ee Bei a =^ 18^. Die Stelle, wo das 
Geachoas eingedrungen, sei om n, ^2,T» Ton der Drehachse entfernt. Dann wird 



n 9" ■ 9,11 



= 637»" 



Kg. 155. 



3. Excentrischer Stoss. 

Die Masse M stosse derartig gegen die Masse Mi , dass der 
Stossdruck N wobi duich den Schwerpunkt 8 von M, nicht aber 
durch den Schwerpunkt 8i von Mi gehe, sondern 
von diesem einen Abstand a, habe (Fig. 155). 
Dann wird J/^ durch JV eine Winkelheschleunignng 
erfahren; aus diesem Grunde wollen wir an- 
nehmen, dasd Ml vor dem Stosse schon eine 
Drehbewegung habe. Eine Achse durch S*, , 
rechtwinklig zur Bildebene, sei für Mi eine freie 
Achse; um diese drehe sich der Körper vor dem 

Stosse mit einer Winkelgeschwindigkeit w, , Die 

Bildebene sei eine Ebene JE, welche durch den *" 

Schwerpunkt Si rechtwinklig zu jener Achse ^i gelegt ist; in 
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146 



ihr befinde sich der Stosspunkt P und auch der StossdrufA N. 
Der EOrper Jf^ habe vor dem Stosse noch eine Verschiebungs- 
Oeschwindigkeit C, , parallel mit iV. Für den EGrper M sei der 
Stosa gerade und central; srane Geschwind^keit sei, wie früher, c. 
Der leichteren Vorstellung wegen denken wir uns den Körper Jtfi 
starr und nur M elastisch. Der Punkt P des gestossenen Körpers 
hat rot dem Stoaae die Geschwindigkeit 

C, = Ci + «1 tOi . 

Im ersten Abschnitte des Stossea wird sich der Funkt iS dem 

Punkte P nähern, im zweiten sieh wieder von ihm entfernen. Im 

Augenblicke der 

stärksten Zusam- Fig- 156. 

menpressung 

haben P und S 

gleiche Geschwin- 
digkeit u. In 

diesem Zeitpunkte 

habe Jfi die Ver- 
schiebungsge- 

schwindjgkeit u^ , 




Geschwindigkeit tp^ (Fig. 156), so dass u = U| 4- «t^i sein muss. 
Nach dem Stosse habe M die Geschwindigkeit v, M^ die Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit »1, di« Winkelgeschwindigkeit Vi. die 
Geschwindigkeit am Stosspnnkte w, = Di -H a^ y^ . 

In irgend einem Augenblicke des Stoases hat Jf die Verzögerung 

-^. 

der Schwerpunkt Si die Beschleunigung 



J/i (nach Theil ] , S. 276 mit M = iVo,) die Winkelbeschlean^nng 
3) e,-JL 

Ml«, 

(wenn J, = Mi a^^ das Trägheitsmoment der Masse Jf, in Bezug 

Ktek, MMliuilk. IL 10 
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146 Erste Abtheilung, D. Stoaa elaatJBch-featet Körper. 

auf die Schwerpnnktsachse Si ist), der Fnnkt P der Masse Mi , 
mithin die Gesammtbeschleunigmig 

Hieraas ergeben sich die VerhUtnisse 

p:pi = Mr.M, 
j) : o, «i = Ml'- M, 

Ebenso wie diese Beschleunigungen müssen sich auch die ent- 
sprechenden Geschwiodigkeits- Änderungen im ersten Abschnitte 
des Stoases verhalten. Also 



4) 


(c-u):(n,-c,)-M,:M, 


5) 


(»-«);.,(?.,-<^,)-/.,:af, 


6) 


(«-»):(.-.,,. ^:(^ + J-). 




Gleichung 6 liefert unmittelbar 




« = -^ .f' „ und duniKh wird 






In Verbindung mit Ol 4 enstelit dann 
— c, 

»1 — t, = — ., 



während Gl. 5 und 7 ergeben 
9) Ol (9>, —(»,)_- 



Ml 



jvGooi^lc 



c — 


+ 




e — 


+ 
«1 


«1 



Mlttelpmikt des Stossea. 147 

Die Geschwindigkeits-Ändernngen innerhalb der ganzen Danor 
des Stosses erhält man nun, indem man die des ersten Ahschnittes 
noch mit 1 + ^ mnltiplicirt Daher 

10» <^-^ ^^^Hm^U+*)' 



11) »i-'i^ \f ' »r (t + fe) 



12) o, (v, — w,) ^ (1 + ft) • 

Dm Bildungsgeeeti dieser Gleichungen 10—12 bt fast ebenso einfach wie 
Abs der Gleichnngen für den geraden centralen Stoss (S. 129). Es kommen 
hier drei Geschwindigkeits-Andenmgen in Frage: die der stossenden Masse U, 
die des Schwerpunktes der gestosseoen Masse if, nnd die Ändemi^ der Um- 
fangsgeschwindigkeit der Diehnng nm die Schwerpnnktsachse S, , gemessen am 
atosspnnkte, wobei Hi als träge Masse airftritt Die rechten Seiten der 
Ct-leichnngen enthalten übereinstimmend im Zähler die Stossgeschwindigkeit 
e — C] und den Faktor \ -\-k. Die Nenner enthalten als Summanden 1 nnd 
zwei Verhälbusse unter den drei Massen M, Jf, und /i, . Diese Verhältnisse 
Bind derartig geordnet, dass stets diejenige Masse, um deren Geschwindigkeit 
eich's gerade handelt, in diesem Verhältnisse den Zähler bildet, während die 
beiden andern Massen die Nenner darstellen Wenn man in diesem Sinne die 
«ntetehendeu Gleichnngen überblickt, kann man sie leicht ans dem Kopfe 
anschreiben. 

Hittelponkt des Stosses. 
Ein beliebiger, zwischen S, und P im Abstand x von 8^ 
befindlicher Punkt Q, der Masse M^ erfährt eine 
gesammte Tangential-Beschleunigung p,, welche ^- '^^■ 

sich aus der Verschiebungs-Beschleun^ung pi und 
der Dtehnnga-Beachleunigung xe^ zusammensetzt; 
ea isty, = Pi + ^^1, oder nach GI.2 und 3, S. 145: 

Zwischen P und Sj ist i>4, > Pi , in 8^ ist 
Pm=P\j Während die Punkte der über Sy hinaus 
verlängerten Geraden PS^ einem negativen x entsprechen, so dass 
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p^ < pi wird, rar einen Punkt beben sich die Beschlenn^iuigeD 
pi and 08i ■ e^ gerade auf, wenn nämlich 

N NG~8i , 
-jT" = oder 

CrÄ = M., mithin 

Jfl ' Jfl dl 

Da nnn /*!«,* das Trägheitsmoment ffir die Schwerpunkts-Ächse, 
so ist der Zähler der letzten Gleichung das Trägheitsmoment in 
Bezug auf eine Aclise P, rechtwinklig zur Bildebene, der Nenner 
das atatische Moment för dieselbe Achse. Somit ist (Theil 1, S. 279) 

13) CP = l=-^ 

die Schwingungslänge für den an der Achse P als Pendel auf- 
gehängten ESrper oder wegen der Vertauschbarkeit von Drehachse 
und Schwingungsachse auch für ein bei C aufgehängtes Pendel mit 
der Schwingungsachse P, Sämmtliche Punkte der rechtwinklig zur 
Bildebene durch G gelegten Geraden erfahren übereinstimmend die 
Beachlcunignng Null. War die Masse Jfi nun Tor dem Stoss in 
Buhe, so werden die Punkte der Geraden G auch durch den Stoss 
nicht aus der Buhe gebracht werden, während alle anderen Punkte 
in Beschleun^ang gerathen. Befestigt man daher den E{)rper an 
der Achse G, so wird diese durch einen Stoss bei P keine Ein- 
wirkung erfahren. Ans diesem Grunde nennt man dann P den 
Mittelpunkt des Stosses in Bezug auf die Achse G. Dabei 
wurde voransgesetat , dass die rechtwinklig zur Bildebene, d. h. 
parallel mit G liegende Schwerpuuktsachse <S, eine freie Achse 
sei (1. Theil, S. 289) und dass P in der zu dieser Achse rechte 
winkligen Schwerpunkts-Ehene li^e. 

Diese Beziehung ist wichtig för EOrper, welche um Achsen 
drehbar sind nnd durch den Stoss von Daumen oder dgl. bewegt 
werden sollen ( Aufwerf hämmer) ; greift der Daumen im Mittelpunkte 
des Stosses an, so wird die Achse durch den Stoss nicht heeinSusst. 
Auch bei Werkzeugen, die durch einen Schlag getroffen, oder mit 
denen Schläge ausgeübt werden, ist es vortheilhaft, die führende 
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Hand bei G angreifen zu lassen, wenn bei P der Schlag erfolgt, 
damit die Hand keine Erschütteraog (Prellnng) empfinde. 

B«lspl«l: Der Körper gel ein gerader Stab; zu dem im unteren Viertel- 
pnokte gegebenen Stoeeponkte P eoU die unempfindliche Achse C gesucht 
Tterden. Es wird nach GL 13 

Jp _ Af, y.,ft' + M^ '/laft' _ 7 Fig. 158. 

d. h. C Uegt am ('/u — 'A) A = "jth über 
C. Fasst man die Stange bei C mit der 
Hand, 80 wird ein bei P geführter Stoss 
der Hand nicht fQhlbar werden. Das 
Gleiche gilt, wenn man den Stab bei P 
erfaeet nnd der Schlag bei C erfolgt 

Es Bollen nim anch die Qeschwindig' 
keits-Andenmgen berechnet werden, welche 
entstehen, wenn gegen die mhende Stange 
bei P eine kugelförmige Masse M mit der 

Geschwindigkeit e etösst. Der Stuss werde als nnelastjscb and die Masse Jf 
(^tioh der Masse Jf, vorausgesetzt Dann ist 



■-■r-~-t 




ft i 




^ 


3 i 




\ 


■-'* h 


s, 


-A 


4 i 




\ 


-^ 


P 


7 \ 






10 \ 



= 0, 



«1 = 0, 
tmd nach den QL 10—13 (S. 147) 



'+i + 



II 



Ba die Umfangsgeschwindigkeiten der Drehung an den verschiedenen 
Stellen mit dem Abstände x vom Schwerpunkt« Terhältnisgleicb, so ist die 
Daratellnng der Oeaammt-Oescbwuidigkeiten eine Gerade. Trägt man in P 
und S^ die -Geschwindigkeiten v und U, durch Ordinaten 7 und 4 auf (Fig. 158), 
so ei^ebt sich eine Gerade, die die Stange in dem Unempfindlichkeitspunkte 
C Bclmeidet 

4. Schiefer centraler Stoss. 

Die Schwerpunkte der beiden ESrper mSgen im Äugenblicke 
des ZnsammentrefTenB Geschwindigkeiten c und c^ baben, die mit 
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Fig. 159. 



der darch beide Schwerpunkte gehenden Stosslinie die Winkel a 

and «1 bilden (Flg. 159). Man kann die Geschwindigkeiten zerlegen 

in <; C03 a nnd ci cos a, nach der 

Bichtnng der Stosslinie und c sin a 

bezw. ci sin a, rechtwinklig daza. 

Dann werden die Gescbwindigkeite- 

änderungen in der Bichtnng der 

Stosslinie , die nnter Einwirknng 

des Stossdruckes N entstehen, 

vOllig nach den B^eln des geraden 

centralen Stosses zu beurtheilen 

sein. In der Bichtnng, rechtwinklig 

zur Stosslinie wird zwischen den 

Kugeln in Wirklichkeit ein Reibungswiderstand auftreten, 

Berücksichtigung die Aufgabe ziemlich verwickelt macht Wir 

wollen auf diesen jedoch hier keine Rücksicht nehmen, die Körper 

als völlig glatt betrachten. Unter dieser Voraussetzung tritt dann 

rechtwinklig zur Stosslinie keine Kraft auf; so dasa die Seiten- 

geachwindigkeiten c sin a und ci sin «i unverändert verbleiben. Nennt 

man v und v, die Geschwindigkeiten nach dem Stosse mit den 

Neigungswinkeln ß und ^i gegen die Stosslinie, so wird nunmehr 

nach Gl. 8 und 9, S. 1^9 




c cos 


a — 


c, cos «, 




1 + 




CCOS 


a — 


«, cos a, 



V sin p = c sin a 



1) c cos o — V cos yS = 

2) Vi cos ßi — ci cos «1 = 
8) 



4) Vi sin ßi = Ci sin a, . 

Stoss gegen eine ruhende 
Engel. War Mi zu Anfang in Ruhe, 
d. h. «I = 0, 90 wird 

a c cos a ,, , ,, 

C cos a V cos p — jr: (1 + *) , 



(1 + fc), 



i(l +k). 
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1 + 



(1 + &), 



Fig. 161. 



7) 



V 3m p = <; siD a , 
i-i sin Ä = , A = , 
Vi = Vi cos ßi . Die getroffene Kugel bewegt sieb nach dem Stoss 
in der Bicfatung der gemeinscbaftlicben Kormalen der Berahrongs- 
atelle. Sind die Kugeln von gleichen Massen, 
so wird 

5) vCOS/J = VäcCosa(l — fc), 

6) w sin ^ = c sin a , daher 
2tg« 
1 —k' 

8) vj = y-iccoatil +fc). 

Bei nnelastiscbem Stosse wird A: = 0, daber tg^ = 
(Fig. 161) AB=c, 2^BAG= a, AG =■ c cos a 
mso AD = I>C macht, DB = v, DC = v^ 
nach Bichtung and Grösse. 

Bei elastischem Stosse aber wird A;= 1, daber 
»•008^9= 0, y9= 90", i; = csina, i'i = cC08a, 
V = GB, t-i = AG {Fig. 162) nach Grösse und 
Bichtong. Beide Kngeln bewegen sich also nach 
dem Stosse anter rechtem Winkel aus einander. 

Stoss einer Kugel gegen eine feste Wand (c, = 0, 




Fig. 163. 



Fig. 164. 



_Mj = Qo). Es wird 

c cos a — V cos ß 

= 0C0Sa(l +*:), 

d.h. ücos^= — cemi-k, 

v sin y9 = c sin a , 

mithin tg(— ^) = ^. 

FQr anelastiscben 
Stoss ergiebt sich (mit jt = 0) 
vcos/J=0, w = c3ina, 
— ^=90", d. h. die Seitengescbwindigkeit, rechtwinklich zur 
Wand, geht verloren, es bleibt nur die Seitengeschwindigkeit in der 
Bichtung der Wand erhalten (Fig. 163). 
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Für elastischen Stoss wird (mit fc= 1): vcosß— cC03<i,v = c, 
— ß •= a, d. h. die Engel wird von der festen Wand ohne Verlast 
an Geschwindigkeit so zurückgeworfen wie ein Lichtstrahl von einem 
Spi^el (Fig. 164); Ausfall- and Einfallwinkel sind einander gleich. 



5. Einige besondere Fäüe des Stosses. 

Es mOgen hier noch einige Fälle des Stosses betrachtet werden, 
auf welche die entwickelten Formeln scheinbar nicht, oder nicht 
unmittelbar passen, die aber doch durch ähnliche Betrachtungen, 
wie sie im Vorstehenden zur Anwendung 
gelangten, zur Lijsung geführt werden Kg. leä. 

können. 

1. Ein fortschreitender Stab 
st{»sst gegen ein festes Hindernis. 
Ein Stab von der Länge h bewege sich 
mit der überall gleichen Geschwindig- 
keit w und treffe im unteren Viertel- 
punkte P auf eine unwandelbar befestigte 
Querstange (Fig. 165). Es soll die 
Bewegung des Stabes nach dem Stoss 
untersucht werden. 

Die Querstange ist wegen ihrer ünbeweglichkeit als eine un- 
endlich grosse Masse anzufassen. Die Gleichungen 11 und 12, 
S. 147, sind auf diesen Fall anwendbar; man hat darin 



i c— ^ 

i / 



= , c, = 

= 0, M—a 



ZU setzen nnd erbalt 



Vs«, 



= «/,« 



— ^ s; 

V^ = Bj +«,^1 = 7^«' — V'M' = 0. 

Neben der Stange sind die Geschwindigkeiten als Vielehe von 
Viw dargestellt 

Man kann diese Aufgabe auch lösen, indem man die Bewegung 
des Stabes auffasst als scheinbare Buhe in Bezug auf einen mit 
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Fig. 166. 



der Qescbwindigkeit w fortschreitenden Banm. Die Masse Jf = oo 
bewegt sich dann mit der Geschwindigkeit w gegen den ruhenden 
Stab. Mit den hiemach erhaltenen Oeschwindigkeiten hat man 
dann die Geschwindigkeit w des Bänmte in geeigneter Weise wieder 
zn verbinden. 

2. Ein fortschreitend gleitender Wörfel stöast mit 
seiner vorderen unteren Kante gegen ein Hindernis 
(Fig. 166). Der Körper muss dann eine 
Drehung nm die Kante A ausfahren; diese 
betrachten wir aber als das Ergebnis einer 
Verschiebung des Schwerpunktes mit der 
Geschwindigkeit v und einer Drehung um 
die zur Bildebene rechtwinklige Schwer- 
pnnktsacfase 8 mit der Winkelgeschwindig- 
keit &> (Fig. 167), wodurch mit j'6j = v der 
Punkt A die Geschwindigkeit Null be- 
kommt. Wir zerlegen v in die Seiten- 
geschwindigkeiten vj nnd v^, die hier ofTenbar gleich sein müssen. 
Da nnn die Geschwindigkeit v^ durch den 
Stoss neu entsteht, so muss neben der Kraft 
Ni auch noch eine Kraft N^ auftreten (Fig. 
166). Das Gewicht des Würfels wird gegen- 
über den Kräften JV^ und N^ vernachlässigt 
Die WOrfelseite werde d — ie genannt. Das 
Tr^heitsmoment des Würfels in Bezng auf 
die Achse S findet man nach Theil 1, S. 271 
leicht zu 

also ist die auf den Abstand e bezogene Masse /i = ^jz M. 
Während des Stosses erßhrt der Schwerpunkt des Würfels eine 
Beschleunigung 




Pig. 167. 




P\ = 



nnd 



Pi = 



M 



im Sinne dieser Krüfte, eine ümfangsbeschlennigung im Abstand 
e von S in der GrCsse 
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Dieae BeachlennignDgen stehen in den Verhältnissen 

P2:c£ = 2A'j:3(iVi — N^). 
Da der Pankt B aber in lothrecfater Richtang die Beschleanignng 
P2 — e£ erfährt, welche (annähernd) = sein muss, so ergiebt sich 
2N2 = SiNt— Ns) , d. h, N^ = Vb Nt . Hiemach wird 

Pi:p2 = 5:S, p2 = e£. 
Setzt man non an Stelle der Bescfaleunigangen die entsprechenden 
GeschwiDdigkeitsändeningen, so erhält man 
c — f 1 : ^2 = 5:3, 
oder weil nach Fig. 167 «2 = ^i säa mnss, 

t;^ = Vj = S/b c = «&) ; « = «^ 1^2 . 

Daa ArbeitsvermCgen nach dem Stosse betrat 

Soll der Würfel nach dem Stosse sich äberschlagen, nicht 
wieder zarflckfallen, so mnss 9^ ^ Arbeit der Schwere beim völligen 
Aufkippen sein, d. h. 

^/tMc^-'/8^Mffe{V2 — \) oder 

3. Wirkung von Fäden statt einer Berührung der 
KSrper. Sind die Körper durch einen anfangs schlaffen Faden 
verbanden, 90 werden in dem Augen- 
blicke, wo der Faden straff wird, durch Kg- 168. 
seine Spannkraft ähnliche Wirkungen auf *^ *^ 
die Körper ausgeübt wie durch unmittel- {f\ y'~\) 
bare Berührung. Daher gelten in dem *~ -r^- 
Falle der Fig. Ifig für v und v^ die 

Gleichungen S nnd 9, S. 129. Ist der Faden mit einem 
Körper M in Verbindung, am anderen Ende aber unwandelbar be- 
festigt, so wirkt die Befestigung wie eine feste Wand (Jf, = 00). 
Für unelastischen Faden ist k — Q, für vollkommen elastischen 
Faden k = \ za setzen. 
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Beispiel: Ein E5rper bewegt sicii fortacbreitend mit der Geschwindigkeit 
«if einer Geraden (Fig. 169). Ein nndehnbarer Faden von der Länge { sd 
mit dem Körper verbanden nnd bei A in 
emem Abstand V2I von der Geraden befestigt Fig. 169. 

In dem Angenblieke, wo der Faden straff c . 

wird, vernichtet seine Spannkraft die Seit«n- .^../'o^ ^ 

geschwindigkeit e coh a , und mit der Ge- ; ^< 3^ 
Bchwindigkeit c sin a ^ V'e bewegt sich der T ■ — •, /" ' 
Körper in einer Kreislinie mit dem Mittel-, ■* — j'' 
pnnkt A weiter. Der Faden wirkt im Augen- 
blicke des Stiaffvrerdens ebenso, als ob der ESrper bei C unelastisch gegen 
eine feste Wand etiesse, welche m l-^ AC rechtwinklig ist 

Jedes ruckweise Anziehen mittels eines nndehubaren Seiles ist mit ünem 
Ärbeitaverlnate Terbnnden. 
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Zweite Abtheilung. 

Mechanik der flüssigen Körper. 



Allgemeine Eigenschaften der flüssigen Körper; 

tropfbar-flüssige und gasförmig-flüssige 

Körper. 

Ein fester Körper hat im spannnngslosen Zustand eine be- 
stimmte Form, und jeder Änderung derselben setzen sich innere 
Widerstandskräfte entg^en. Ein flfissiger Ei^rper aber setzt 
weder einer Trennung noch einer Verschiebung seiner Theile einen 
merklichen Widerstand entgegen; es kommen in ihm Zog- nnd 
Schubspannungen nicht vor, auch besteht zwischen den einzelnen 
Theilen des flüssigen ESrpera oder zwischen flüssigen und festen 
Körpern, wenigstens im gegenseitigen Bnhezustande, keine merkliche 
Eeibung. Yollkommen flüssig nennen wir solche Körper, bei 
denen diese Kräfte fiberbanpt nicht vorhanden sind. Wohl aber 
zeigen die flüssigen KOrper einen Widerstand gegen Verkleine- 
rung des Baaminhaltes, ihre einzelnen Theile vermSgen daher 
Druckkräfte auszuüben und aufzunehmen. 

Die flüssigen Körper zerfallen in tropfbar -flüssige und gas- 
förmig-flüssige. Ein tropfbar-flüssiger Körper hat, wenn er 
der Einwirkung äusserer Kräfte entzogen ist, einen bestimmten end- 
lichen Baominbalt, ohne das Bestreben, sich auszudehnen. Ein gas- 
förmiger Körper aber bat im Allgemeinen das Bestreben, sich 
unbegrenzt auszudehnen nnd kann nur durch äussere Druckkräfte 
auf einen endlichen Kanminbalt beschränkt werden. 

Ein verschiedenes Verhalten zeigen die beiden Arten flüssiger 
KOrper gegenüber einer Vergrösserung der äusseren Druckkräfte. 
Ein tropfbar-flüssiger Körper erleidet dabei eine nur sehr kleine 
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Fig. 170. 



Terminderang seines Kanminbaltes , so dass man ihn als ßiam 
Eiirper von unTeränderlichem Raaminhalt, also auch von 
unYeränderlicber Dichte ansehen kann. Bei einem gasfSrmigen 
EOrper aber hat eine merkliche VergrSsserang der änssereo Drack- 
kräfte auch eine merkliche ZusammendrückuDg zur Folge, Raum- 
inhalt und Dicbta sind durchaus Teränderlich. 

Der Satz d'Älemherfe (Theil 1, S. 139), wonach die Gruppe der 
äusseren Krllfle [K] und die Gmppe der, den Beschleunigungen p 
der einzelnen Theilchen entsprechenden Ergänzungskräfte [ — mp] za- 
sammen den Gleichgewichtsbedingungen 
starrer EOrper unterworfen sind, gilt auch 
für flüssige KOrper. 

Trennt man einen flüssigen KSrper 
durch eine Schnittfläche in zwei Theile, 
so werden letztere längs der Schnittfläche 
gegenseitig Normaldrücke auf einander 
ausüben (Fig. 170). Auf ein Flächen- 
tbeilcben dJ" komme die Druckkraft dD, 
dann ist 

dD 

der Flüssigkeitsdruck fUr die Flächeneinheit Es lässt sich zeigen, 
dass dieser Druck in einem Punkte A des EOrpers in Bezug auf 
alle durch den Punkt gelegten Schnitt- 
ebenen dieselbe Grjtsse hat, oder dass 
in einem Punkt einer Flüssigkeit 
der Druck für die Flächeneinheit 
nach allen Richtungen derselbe ist. 
Man lege durch den Punkt A (Fig. 
171) zwei Ebenen £ nnd £, , die den 
Winkel a mit einander bilden. Im Ab- 
stände dx Ton A fügt man noch eine 
dritte zu £ rechtwinklige Ebene J^J^ 
hinzu. Dann . wird dadurch ein drei- 
seitiges Prisma' heran^eschnitten ; die Bildebene und eine dazu im 
Abstände dy parallel gelegte Ebene trennen davon ein Theilchen ab 
(Fig. 172), dessen drei bei B rechtwinklig zu einander stehende 




Fig. 171. 
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Eanten sind: dx, dy and dz. An der FlILcbe AB von der 
Grosse dx-dy herrsche ein Einheitsdruck p^, also eine Druckkraft 
Pi-dx-dy\m BCäa EinbelUdruck p2 • ^^^'^ Druckkraft p^-dy-dz; 
an der Fläche A C von der Grösse dy ■ ds 
ein Einbeitadmck p, eine Druckkraft Fig. 172. 

p ■ dy ■ ds. Die Druckkräfte an den 
beiden der Bildebene parallelen Schnitt- 
ebenen kommen nicht in Betracht, da wir 
nur die SeitenkrAfte in den Bichtangen 
dx und dz untersuchen wollen. Diese 
Druckkräfte sind unendlich klein zweiter 
Ordnung; der Rauminhalt des Priamas 
^jidxdydz aber und zugleich Masse und 

Gewicht desselben sind unendlich klein dritter Ordnung, das Gewicht 
verschwindet daher g^n die Druckkräfte und kann auf deren Be- 
ziehung zu einander nicht einwirken. Hat das Flüssigkeits-Theilchen 
eine Beschleunigung q, so bleibt auch seine Ergänzugskraft — mq 
als unendlich klein dritter Ordnung ausser Betracht; daher mtUsen 
die Druckkräfte für sich allein den Gleicbgewicbls-Bedingangen ge- 
nügen. Da nun p mit pi den Winkel a. bildet, so entstehen die 
Bedingungen : 

pdy daim ix=p-idydz 

p dyds cos 1 =pidxdy, 
mithin, weil dz = dBsaia, dx = dacoit-, 
1) p=p^==p^. 

Dreht man die im Punkte A rechtwinklig zur Bildebene stehende 
Kante dy um AB, so bekommt das Prisma eine andere Richtung, 
die Ebene FF aber mit dem Einbeitadrucke pj behält ihre Lage. 
Lässt man schliesslich dx zu Null werden, so ist F eine ebenfalls 
durch A gehende Ebene, und es gilt dann, dass der Einheitsdruck 
im Funkt A in Bezug auf eine ganz beliebig gewählte, durch den 
Punkt A gelegte Ebene Ei dieselbe Grösse hat, wie der Einheita- 
druck in Bezug auf die Ebene F von bestimmter Richtung. 
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1. frleichgewicht flüssiger Körper. 

Man bezeichDet einen flfissigeo KCrper al9 im Glmcbgewicbie 
befindlicb, wenn seine sämmtlicben Theilcben entweder In wirklicher 
Babe siod, oder docb in scbeinbarer Sabe in Bezug aof einen 
gleicbTOrmig geradlinig fortscbreitenden Banm, womit also eine 
gegenseitige Bewegung der riüssigkeitstheilcben, d. h. eine Form- 
änderung des Kcrpers ansgescblossen ist. Sämmtliche Tbeilcben 
haben öbereinstimmend die Beschleunigung Null, somit verschwinden 
B&mmtUcfae ErgElnzungskräfte [ — mp], und es müssen die äusseren 
Kräfte denselben Bedingungen genügen, wie fSr das Gleichgewicht 
eines starren Körpers, d. h. man kann sich jeden beliebigen Theil 
eines flüssigen Kj^rpers, für dessen Gleichgewicht man die Bedingungen 
sucht, in einen starren Körper verwandelt denken, wobei aber die 
anzubringenden Kräfte den Eigeoscbaften flüssiger ECrper entsprechen 
müssen. 

I. Gleichgewicht flüssiger Körper ohne Einwirkung 
der Schwere. 

Ist ein im Gleichgewichte befindlicher tropfbar flüssiger oder 
gasförmiger Körper ringsum yon Gefässwänden umschlossen, die 
auf ihn Druckkräfte ansähen, 
so M das Eigengewicht des ^^ - '''^■ 

flüssigen Körpers auf seine 
Drnckverhältnisse in vielen 
Fällen der Anwenditng einen 
80 unbedeutenden ^Hitfluss, 
dasB es der Tereinfachni^ 
wegen gerathen ist , diesen 
Einöuss ganz zu vernach- 
lässigen. 

In dem Ge^e (Fig. 173) befinde sich Flüssigkeit im Gleich- 
gewicht. Um eine Beziehung zwischen den Einheitsdrficken p^ und p 
bei A und B zu finden, denken wir uns ein von A nach B reichendes 
gerades Prisma vom Querschnitte dF erstarrt Das umgebende 
Wasser übt auf alle Flächen rechtwinklige Druckkräfte aas, a.zw. auf 
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die Endflächen die Kräfte p, dF bezw. p dF. Bilde» wir die Gleichung 
der Eräftesnmme in der Ricbtnng AB, so kommen dabei die Drack- 
kräfte gegen die Seitenflächen des Prismas nicht in Betracht, nnd da 
keine Massenkraft wirkt, so mnss einfach 
p^dF = pdF, 
i.)i Pi = p sein. Da nun A und B beliebig gelegene Funkte 
des flüssigen KOrpera sind, so gilt, zugleich mit Eücksicht auf den 
Satz S. 157: 

In einem flüssigen Körper, der ohne Einwirknng 
von Massenkräften im Gleichgewicht ist, hat der Ein- 
heitsdrack an allen Stellen im Innern und an der Ober- 
fläche und nach allen Richtungen gleiche Grosse. Statt 
des Wortes Einbeitsdrock, d. h. Druck auf die Fläcbeoeinfaeit, soll 
künftig kürzer Druck ges^ werden, während die auf irgend eine 
Flächengrösse kommende Kraft mit dem Worte Druckkraft 
bezeichnet werden mOge; in ähnlicher Weise wurden in der Mechanik 
elastiseh-fester Körper die Worte Spannung und Spannkraft unter- 
schieden. Man nennt diesen Druck auch wohl hydrostatischen Druck. 

a) Druckkräfte eines flüssigen Körpers gegen verschiebbare Kolben. 

An einem Ge^se (Fig. 174) seien cylindrische Ansatzröhren 

angebracht, welche von genau passenden, aber reibungslos beweglich 

Fig. 174. 




gedachten Kolben abgeschlossen werden. Wird durch Druckkraft 
gegen einen Kolben in dem flüssigen Körper ein Druck p erzeugt 
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und soll der flQssige ESrper im Gleichgewichte veibleiben, mnss p 
überall gleich sein. Dann bekommt der Kolben A von einer 
Qaerschnittfläche F eine Dmckkralt p J", der Kolben Beim Drack- 
inftpFi. Die Druckkräfte anf die Kolben verhalten sich 
also wie die Querschnittsflächen der Kolben, and ebenso 
grosse, aber nach dem Inneren des Gefasses gerichtete Kräfte 
K= pFnnd X, =pFi mössen von aussen auf die Kolben wirken. 

Ist der Kolben C an der der Flüssigkeit zugekehrten Seite von 
einer krummen Fläche begrenzt, so hat der umstand, dass diese 
grösser ist als die rechtwinklige Querschnittsfläche des Kolbens und 
des Änsat^Tohres keinen Einfluss anf die QrGsse der wirksamen 
Kolbenkraft. Betrachten wir die Mittellinie des Rohres als ,x«Ächse, 
so möge die Druckkraft gegen ein Flächentheilchen dF mit der 
^Richtung den Winkel a bilden. Es lässt sich p ■ d F mrlegm in 
eine Seitenkraft p-dF- cos a in der ;c-Richtung, und in eine dazu 
rechtwinklige. Die letztere drückt den Kolben gegen die Wand 
der Ansatzröhre und wird durch deren Festigkeit aufgehoben. 
Wirksam gegen den Kolben, d. h. eine mögliche Bewegung an- 
strebend, ist nur die Seitenkraft ^rfJ"- cos a. Derselbe Winkel a, 
den die Normale zu dF mit der x-Ricbtung bildet, findet sich 
auch zwischen der Fläche dF und der yz-Ebene. die rechtwinklig 
zur Achsenrichtung des Rohres steht. Daher ist dF- cos a die 
rechtwinklige Projektion von dF auf die Querschnitts- Ebene des 
Rohres, oder, wie man auch sagen kann, die rechtwinklig« Projektion 
in der ;c-RichtuBg, welche wir dF-eoB'i = dF^ nennen wollen. 
Die gesammte Endfläche des Kolbens liefert daher einen wirk- 
samen Druck 

K^ = pSdF^ = pF^, 
wenn F^ die rechtwinklige Querschnittsfläche der Röhre oder die 
rechtwinklige Projektion der Endfläche des Kolbens in der Achsen- 
richtung der Röhre bezeichnet. 

Auch wenn der Kolben sich im Innern des Gefässes erweitert, 
so dass er stellenweise über den cylindrischen Theil hinausragt, wie 
bei J?, wird dadurch seine wirksame Kraft nicht geändert. Ein 
Flächentheilchen dF dieses überstehenden Theiles liefert in der x- 
Richtung eine Seitenkraft p ■ dF- cos a = p ■ dF^ . Die projicirenden 
Linien aber, welche in der Ricbtni^ des Ansatzrohres von dem 
Umfange des Flächentheilchens dF ausgehen, treffen die Oberfläche 

K«<k, Hiehulik. U. 11 
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der KolbenerireiteruDg Doch ein Ual nnd schneiden ans ihr ein 
Flächentheilchen dF' herana, welches eine Druckkraft pdF' und 
eine Seitenkraft in der Richtung des Rohres p - dF' - cos a' =p ■ dFa 
erfährt Diese Seitenkraft ist der von dF gelieferten gleich nnd 
entgegengesetzt und hebt sich damit auf. In gleicher Weise liefern 
sSnimtliche der Flüssigkeit ausgesetzte Oberflächentheile des Kolbens, 
die beim rechtwinkligen Projiciren in der Längenrichtang des An- 
satzrohres paarweise auf einander fallen, keinen Beitrag zur wirk- 
samen Eolbenkratt. Es bleibt als wirksame Druckfläche des Kolbens 
nur dessen rechtwinklige Qnerschnittsöäche F^ mit der wirksamen 
Kolbenkraft 

1) K^^pF^ 

übrig, auch geht K^ durch den Schwerpunkt von F^, gerade so, 
als ob der Kolben dem Wasser eine rechtwinklige Qnerschnitts- 
fläche Fi als Endfläche zukehrte. 

h) Wasserdruck-Presse. 

Dieselbe hat den Zweck, mittels einer Triebkraft K einen be- 
deutend grösseren Widerstand Ä'i zu Qberwinden. In die beiden 
mit einer tropfbaren Flüssig- 
keit gefüllten, durch ein ^S- l''5- 
Rohr verbundenen Cylinder 
(Fig. 175) reichen Kolben 
von den Durchmessern d und 
d] dicht schliessend hinein. 
Der dichte Schluss, die sog. 
Dichtung, wird durch je einen 
Lederstulp, einen Ring von 

hufeisenförmigem Quer- 
schnitte (Fig. 176) bewirkt, 
der sich mit den beiden 

Sehenkeln an die Cylinderwand bezw. den Kolben legt und der in 
dem Hohlräume von dem Wasserdruck ergrifl'en wird, welcher die 
Schenkel auseinander zu treiben sucht. Je stärker der Wasserdruck, 
um so fester legt sich der Stülp an die zu dichtenden Theile. 

Bei dem Arbeiten der Presse bleibt nun der flössige Körper 
nicht ganz im Gleichgewichte, da beim Niederdräcken des kleinen 
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Kolbens Flüssigkeit ans dem iletneii Cylinder in den grossen hin- 
Qbertritt. Wenn wir aber annehmen, dass die Bewegung nor lang- 
sam erfolge, können wir annähernd mit den Gleich- 
gewichts-Bedingnngen rechnen. fig- 176. 

Während der Kolben vom Durchmesser d an 
dem Stolp von der Höbe h abwärts gleitet, wird der 
letztere mit Kräften gegen den Kolben gedrückt, 
deren Summe p-dak beträgt, also eine Beibung 
T=/pdxh hervorruft, wenn p der Druck in der 
Presse ist. Für das Gleichgewicht dieses Kolbens 
gilt dann 

K = pV4d^}r-\-/pdnk. 
An dem grösseren Kolben vom Durchmesser di sei 
die Stulpböhe A, , dann betragt die hier abwärts gerichtet« Ueibaug 
Ti='fpdj!tki, und es gilt für diesen Kolben 

^j =j*';4(i,'jt — fpdinh^. Sonach wird 



Bewegt sich der kleine Kolben um v abwärts, so muss eine 
Kaummenge Wasser = '/td^xv in den grossen Cylinder übertreten 
und = ^jidi^nc sein, wenn c die Bewegung des grossen Kolbens. 
Mithin ist die Gescbwindigkeits-Übersetzung jj : c = d|^: d*. Der 
Wirkungsgrad wird faiernacli 

1-4/^ 



n = 



Kv , , . A K' 



d^ 
wenn Ko = Ki-z-^ die für eine vollkommene Fresse ohne Beibaog 

</= 0) erforderliche Triebkraft wäre. 



Beispiel: Für A : rf = ft, : rfi = 0,a, rfi : rf = 18 und / = 0,is ist 

_ 1 —4-0,1» 

' ~ 1 + 4 ■ 0,1. ■ 0,2 

^e WmserdruckpreBse arbeitet also erheblich günstiger als Keil- und Schranben- 

preaeen (Theil 1, S. 315 und 264). Es wird K, : K = 18'- 0,?* = 256. Die 



^ = 0,7.; 
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UbersetzQDg iat eine sehr echebliclke Dsd kuiD dm-ch Wshl von t(, : ä beliebig 

festgesetat werden. Hier würde ndt einer TriebknJl K= 100 ^s eine Nnt«- 
kraft JT, = 25fi00k» erreicht werden. 

e) Drnekkraft anf ein beliebis« Sttiek der Seflsswanl 
Soll das Gesammt-Ergebnis der Dmctkräfle auf ein Stück 

BCD (Fig. 177) der Wandmig eines Gefasses, in dem der Drack 

p herrscht, bestimmt werden, so 

bedenke man, dass ein Fläcben- 

theilchen die Dmckkraft: pdF er- 

iährt, die mit drei rechtwinkligen 

Achsen die Winkel a, ß, y bilden 

müge. Dann bekommt man gerade 

so, als ob BOD die Endfläche eines 

in der ^-Ricbtnng verschiebbaren 

Kolbens wäre, in dieser Acbsen- 

richtang eine gesammte Kraft 

1) Z),=y2'd/'-C08a=p-j;, 
ebenso in den beiden anderen Achsenrichtangen 

2) D^=p2:dF-wsß=p-Fj, 
D, = p2dF-coa}' = pF,. 

Darin bezeichnen F^, F, and F, die Projektionen der gedrOckten 
Flächen auf die ^z% die xz- and die .i^y-Ebene, oder die recht- 
winkligen Projektionen in den Richtungen der x-, der y- and der 
^-Achs«, wobei die etwa paarweise aufeinander fallenden Projektionen 
TOn Flächentheilchen fortzulassen sind. Die Seitenkräfte gehen darcb 
die Schwerpankte der entsprechenden Frojectionsflächen Fg, F, and 
F, hindurch und werden sich im Allgemeinen nicht 
zn einer Kinzelkrafl zusammensetzen lassen, sondern 
daneben noch ein Achsenmoment liefern. GehJtrt 
die Fläche freilich einer Engel an, so gehen die 
einzelnen Kräfte p-dF sämmtlieh durch deren 
Mittelpunkt and liefern eine durch denselben 
Punkt gehende Einzelkraft. 

Auch noch in solchen Fällen lassen sich die 
Druckkräfte zu einer Kinzelkrafl D zasammen- 
aetzen, wo die Begrenzungslinie des Flächenstnckes eine ebene Kurve 



Fig. 178. 
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ist. Legt man dann nämlich die i/z-Ebene in die Ebene diesw 
Xorve (Fig. 178), 90 heben sich beim Projiciren in der y und 
in der 2-Kicbtnng die PlScheii gegenaeitig auf, weil sie sämmtlich 
paarweise auf eiflacder fallen. 'B^ Ist 'Fi — F, = 0, daher auch 
J)^ ^ D, = 0, mithin der Gesammtdrnck 
4) D = D. = pF,.' 

Darin ist Fg die ebene Fläche der Umgrenzangslinie, und Z> geht 
durch deren Schwerpankt. ' , ; ;: 



d) Wandst&rke Ton fieflasen nnd RAhren, 

Wird ein kugelförmiges Gef&ss (Fig. 179) vom Halb- 
messer r und der Wandstärke ö nach einem grCssten Kreise darch- 
scfanitten, so Qbt die FlQssig- 
keit bei einem Drucke p flir *^«- •'^■ 

die Flächeneinheit auf die eine 
Balbkugelfläche eine Kraft D 
aus, welche nach Yorstehender 
Gl. 4 mit Fl = r'jt sein muss: 

Diese Kraft moss durch die 
Spannkräfte der ringförmigen 
Scbnittfläclie im Gleichgewichte gehalten werden. 

Hinsichtlich der Spannungen in der Wand werde hier die 
vereinfachende Annahme gemacht, däss sie sich gleichmässig über 
die Dicke ö vertheilen, fiberall 
den Werlh ö haben. Da nun ^- i^o 

die Schnittfläche = 2r;rd, 




•irx-ö-a 

1) ö = 



oder 



r p 

"2 "ö* 




Eine cylindrische 
Söhre (Fig. 180) vom Halb- 
messer r, der Wandstärke ö, 

dem innern Drucke p, der Länge l erfährt die stärksten Spannungen 
an irgend einer durch die Achse gelegten Schnittebene. Für die 
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gesammte Druckkraft gegen die eine Hälfte ist die Fläche Fm = 2r? 
mas^ebe&d mit _Z> = 2prl. ünt^r der aaeh hier gemachten 
Voranssetzung überall gleicher Spannung o (vgl. weiter nnten) ergiebt 
sich an jeder der beiden Schnittöächen die Spannkraft aöl, daher wird 
iaö-l = 2p-r-l, mithin 

2) d = r^, 

o 

d. h. doppelt 80 gross wie beim kugelförmigen Geisse. Gl. 2 ist 
wahrscheinlich zuerst von Mariotte angegeben worden. 

Die Formeln 1 und 2 geben filr kleine Werthe von p 8*> 
geringe Wandstärken, wie sie aus Gründen der Herstellung und 
Handhabung nicht zulässig sind. Daher fügt man jenen noch einen 
Zusatzwerth + e bei, der sich nur nach Auslöhrungs-Bfleksichten 
bestimmt. Bei Gerässen und BObren aus Gusseisen betritt etwa 

3) „ = 0,7™. 

Beispiel: Soll ein gtisseiBemes Wasserleitnngsrohi von r = 20"" llalb- 
meeaer auf einen inneren Drnck von p == 10 «t berechnet werden und wählt man 
wegen der in einer WaaeerleituDg unvermeidlichen Stösse die Spaonnng' 
nnr lu ff = 250 ", so wird nach GL 2 nnd 3 

. = »-,0., = ,,.-. 

Diese Formeln gelten nur fBr Ideine Werthe von p : a. Für gröasere 
Drücke, wie sie bei den Cylindeni von Wasaerdruckpreasen nnd besonders bei 
Eanonenrohren vorkommen, ist die Voranssetznng überall gleicher Spannung selbst; 
annähernngsweise nicht mehr zutreffend, vielmehr e^eben genanere Rechnungen, 
daes die Spannnng an der Innenseite des Rohres stets grosser iet aU an den 
übrigen Stellen. Kanonenrohre erleiden denn auch die ersten Ksse stets an 
der Innenwaudnng, und man untersucht sie darauf tun mittels eines Spiegels, 
nm sie rechtzeitig anseer Gehranch setzen zu können. 

2. Glefchgewicht tropfbar flüssiger Körper unter 
Einwirkung der Schwere. 

a) Wasserspiegel Dntck in der FlDssigkeit 
Die bisherigen Entwicklungen galten vereint für troplbare 
und gasförmige Körper. Wenn wir nun aber die Schwere berück- 
sichtigen, so besteht zwischen beiden der wesentliche Unterschied, 
dass erstere eine unTeränderlicbe, letztere aber eine sehr veränderliche 
Dichte haben, so dass die tropfbaren EOrper hier erst besonders 
behandelt werden sollen. 
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Soll die in einem oben offenen Geßlase befindliche Flnssigkeit 
unter Einwirkung der Schwere als ein/Jger Massenkrafl im Gleich- 
gewichte sein, so masg die obere freie Fläche, der Wasserspiegel, 
eine wagerecfate Ebene bilden, d. h. recht- 
winklig zn der herrachenden Massenkraft Pig. isi. 
stehen. Um dies m beweisen, nehmen wir 
(Fig. 181) den Gleichgewichtszustand bei 
beliebiger, noch anbestimmter Oberfläche 
AB an and erhalten Beziehungen , die 
eine ebene Oberfläche bedingen. 

Von einem beliebigen Punkte P im 
Innern ausgebend , umgrenzen wir ein 

Wasserprisma PQ, dessen Länge t eine Neigung a gegen die 
Wj^erechte bildet. Der Querschnitt des Prismas sei dF, sein 
Gewicht y-dFl. Ist p der Druck im Punkte P, so wirkt 
hier eine Längskraft p-dF auf das Prisma. Denkt man sich das 
Prisma erstarrt, und die umgebende Flüssigkeit ihrerseits auch, 
wobei aber an den Langfläcben, entsprechend der Natur der 
fl&ssigen KOrper, nur Normaldrücke auftreten können, so liefert 
das Gewicht y-dF-l in der Längsrichtung eine Seitenkraft 
y-dF-l-svafi., und wenn die Oberfläche keinen Druck erfährt, so muss 

p ■ dF = y ■ dF- ^ • sin a 
sein. Wird der Höhenunterschied der beiden Punkte P und Q, 
d. h. Isio-x = 1 gesetzt, so folgt 
1) p = yx. 

Wird von P aus ebenso nach einem anderen Punkte Qi der 
Oberfläche ein Prisma PQi abgetrennt, so erhält man für dessen 
Gleichgewicht ebenso p = j-^, . Da nun nach S. 157 der Druck 
im Punkte P nach allen Sichtungen PQ, PQi ... der gleiche 
ist, so muss auch z = z^ sein; d. b. die Sühe der versehiedenen 
Punkte der Oberfläche Qber irgend einem Punkt« im Innern der 
Flüssigkeit muss die gleiche sein, d. h. der Wasserspiegel muss 
eine wagereehte Ebene bilden. 

Ol. 1 enthält das Gesetz des Druckes für eine im Gleich- 
gewichte befindliche Flüssigkeit anter Einwirkung der Schwere. 
Eine Fl&ssigkeitssäule von der Qrandfläcb« = 1 1" und der Hohe 
= z Meter hat ein Gewicht yz und bringt dadurch den Druck 
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Pig. 183. 




p=yz hervor. Man nennt deshalb auch z = p:y die auf eine 
FIQssigkeit tod der Dichte ;' bezogene DruckhChe 

Eine wagerechte Ebene im Innern der FIflssigkeit hat an allen 
Stellen dieselbe Tiefe nnter dem Wasserspiegel, ist daher eine 
Fl&che überall gleichen Druckes, 
eine sog. Niveau-Fläche. 

Auf eine wagerechte Bodenfläche 
^Fig 182) vertheiit sich der Druck gleich- 
massig. Ein Bodenstack AB von der 
Fläche F in der Tiefe h unter dem Wasser- 
spiegel erfUrt eine Druckkraft D, die durch 
den Schwerpunkt der Fläche i^hindarchgeht 
Diese Kraft ist unabhängig ron der Form 
des Geßsses und der Menge des Wassers in demselben, nur ab- 
hängig von der Hohenli^e des Wasser- 
spiegels. Mittels eines engen Rohres 
(Fig. 183), welches sich an die Decke 
eines Geldes anschliesst, kann man, wenn 
man Geßss und Rohr mit Wasser füllt, 
gegen den Boden AB eine Druckkraft 
D = y-F-h ausüben, d. h. gleich dem 
Gewichte eines Wasaerkörpers ÄBBiAi. 
Die Decke 0I> des Gef^es er^rt 
nämlich eine aufwärts gerichtete Druck- 
kraft Di =- dem Gewichte eines Wasserprismaa, das, über der 
Decke stehend, bis zur HOfae AiBi reicht 
Der Druck Z>] hat das Bestreben, Decke und 
Seitenwände des Gefässes von der Bodenwand 
nach oben hin abzureissen. Die Mittelkraft 
von D und Di ist dann das Gewicht der 
wirklich vorhandenen Wassermenge. 

Ist (Fig. 184) der Wasserspiegel von 
dem Flächeninhalte F nicht frei, sondern wird 
auf ihn, vielleicht mittels eines Kolbens, eine 
Kraft K übertragen , entsprechend einem 
Drucke pg = K: F und einer Druckhj>he 
kf,=pa'y'' so kann man, weil es für die 
Wirkung einer Kraft gleichgültig ist, ob sie durch einen Kolben 
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oder durch das Gewicht einer Wassermasae erzengt wird, die 
Wirkung des Kolbens auch ersetzen dorch BGherlegang des Wasser- 
spiegels am die GrOsse Aq. Mao denkt sich also die wahre Ober- 
fläche AB mit den^ darauf lastenden Kolben ersetzt darch die 
ideelle freie Oberfl^e ÄqBq nnd kann alle Drackverhältnisse im 
Gefäss auf diese beziehen. In einer Tiefe z unter AB herrseht 
dann ein Druck p ^ y{z -\- Aq). 

b) Dnickkraft ^egen eine ebene Seitenwand. Dmckmittelpunkt. 
Das ebene Wandstück QE (Fig. 185) erfährt über seine ganze 
Fläche F stetig, aber ungleichmSUsig vertheilte, parallele Druck- 
kräfte. Auf ein Flächentheilchen dF in der 
Tiefe z unter dem Wasserspiegel kommt ' 

die Kraft Aj__i,_. 

1) dD = ydFz, \*..1 
mitliin wird die gesammte Druckkraft — --^- *- 

D=yXdFz, ^ A 

woi^ man nach der Lehre vom Schwerpunkte (Theil 1, S. 128, 
GL 6) schreiben kann 

2) I> = yFx^, 

wenn lo die Tiefe des Schwerpunktes S von F unter dem Wasstir- 
spiegel bedeutet Die DruckbOhe z^ ^^^ Schwerpunktes 
von F ist also die mittlere DruokhObe für die ganze 
Fläche, nach welcher die Grosse der gesommten Druckkraft D 
berechnet werden kaum 

Yertheilten sich die Kräfte gleichmäsaig Ober F, so ging« 
D durch den Schwerpunkt S der Fläche, da aber der Druck p 
nach unten hin zunimmt, so muss die Mittelkraft D tiefer liegen 
als der Schwerpunkt; derjenige Punkt C, in welchem die Druck- 
kraft D die Fläche F schneidet, beisst der Dmckmittelpunkt 

Um ihn zu finden, benutzen wir Fig. 186. In der Seitenwand 
ABB ist ein Flächenstflck F abg^renzt. Der Wasserspiegel 
Bchndde die Wand in der wagerechten Geraden AX; rechtwinklig 
dazu li^t in der Fläche die Achse A Y, welche mit der Loth- 
rediten den Winkel a bilde. Ein Flächentheilchen dF habe die 
Koordinaten x und y, dann ist seine lotbrechte Tiefe unter Wasser 
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z = }f<iOii. EheDSo gilt für die lothrechte Tiefe ^n des Schwerpnnktea Ä 
anter Wasser, wenn I/o aeineparallel 
mit A Y gemessene Ordinate iat, 

^0 = Va COS =" • 
Der gesuchte Druckmitteipnnkt C 
habe die Koordinaten Xm und y^. 
Es rnnss nun nach Theil ], S. 122 
in Bezng auf irgend eine Achse das 
Moment der Mittelkraft Z> gleich 
der Momentensamme der Einzel- 
kräfte dD sein. Dies giebt fflrdie 

mit Hülfe von Gl. 1 und 2, S. 1 69 : 
/J'yoCOsai/„ =;^'C0SaJ'<iF■3/^ 
mithin, weil JdFy^ das Träg- 
heitsmoment Jx der Fläche F 

in Bezng auf die Wasserspi^elachse A X bedeutet, Fy^ aber das 
statische Moment ^^ derselben Fläche auf dieselbe Achse: 




3) 






Dies ist (1. Theil, S. 279) die Sehwingungslänge der Fläche 
F, falls sie als eine materielle Fläche um die Achse ^X als 
Pendel schwingend gedacht wird. Für die Achse A Y ergiebt sich 

l>Tm = SdI>-x oder 

/Fi/o cosaa-«, =}'<i03aJdF-a!y, 

mithin, wenn man bedenkt, das JdF-xy das Centrifngalmoment O 
der Fläche J^ ist (1. Theil, S. 288) 



*) 



-Pj/o 



In den GL 3 und 4 kommt der Winkel « nicht vor; wenn 
sich daher die Seitenwand um die WasserspiegelacbsQ 
AX dreht, so behält der Druckmittelpnnkt C in ihr 
seine Lage bei. Wir nehmen daher im Folgenden den Winkel 
a = an, betrachten also die Seitenwand als lothrecbt. 
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yo + w = 



.'0 



also V = 



^vür + yo,. 



Legt man durch den Scbwerponkt S eine wagerechte Achse 
(Fig. 187) and nennt v den rechtwinkligen Abstand des Druck- 
mittelpunktes von der Schwerpankts- 
achse, so ergiebt sich ans Ol. 3, weil 
/, = j^ + r^^^ (1. Theil, S. 268) 

' Fjfa 
Js 
' FVü' 

Erleidet nun der Wasserspiegel eine 
Farallelverscfaiebang nach oben, so bleibt 
Js nnverändert; mit zunehmendem y„ 
wird aber v kleiner und kleiner; für y^^rxi wird « = 0. Dies igt 
auch selbstrerständlich, da, wenn die Fläche in anendlicber Tiefe 
liegt, die Drnckvertheilung an ihr als gleicbmässig angesehen 
werden kann. 

Die Lage der AY war bisher beliebig. Ist diese Achse eine 
Symmetrieachse fBr die Figur J", so wird C=J'd/'-ar?/ = (1. Theil, 
S. 290) und damit auch x^ = fi. Es liegt dann der Drnckmittel- 
pnnkt anf dieser Symmetrie-Achse. 



i~r- 


Kg 187. 




'• ? 




vJS / 


^-, 






^ 



c) Dnckbraft gegen eine rechteekige Seitenwand. 

Für das Rechteck (Fig. 188) ist (Theil I, S.27.3) Js = ^nFk^, 
daher nach Gl. 5 

hi Fig. 18S. 
"=12^- -^ 



1) 



Der Dmckmittelpunkt liegt auf der ioth- 
rechten Mittellinie des Rechtecks. . Wird 
y^= ao, so wird v = ; rückt der 
Wasserspi^el aber abwärts, und zwar so 
weit, dass er die Oberkante des Recht- 
ecks trifft, so ist ]/o«i„ = '/sä, dafflr 
wird r,uL. ■= VsA, d. h. der Dmckmittel- 
punkt li^t dann bei (7, im unteren Drittel- 
pnnkte der lothrechten Mittellinie. Wasser- 
spiel and Druckmittelpunkt bewegen sieb hiemacfa stets in dem- 
selben Sinne; beide nach oben oder beide nach unten. Während 
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aber der Wasserspiegel, van der Oberkante der Figar ausgehend, 
bis zu 3/u =3 CO nach oben rQckt, verschiebt sich c nur um V*A 
von der tiefsten Lage nach dem Schwerpunkte. 

Beispiel: d => 1 >>, h^S", ^0 = 2», gibt F= 3V, und, wenn man 
nach Metern rechnet, ist j- das Gewicht von l et>n Wttsser ^ 1000^, daher 
£>= lOOO- 3 - 2 = 6000 kg, 

9 3_^ P^. 189. 

""12 -2~ a"' W_ 



Das Verhalten des Druck- 

mittelpnnttes bei steigendem 
Waeeerspiegel kann benutzt 
werden für eine Klappe, die 
sich selbstthätig äfhet, sobald — 

der Wasserspiegel eine be- 
stimmte Höhenlage überschrei- 
tet (Fig. 189). Dnrch den zu 

der Grenzla^e W des Wasser- 

spiegeis gehörigen Dmckmittel- 
punkt C legt man eine wagerechte Drehachse ffir die rechtwinklige Klappe. 
So lange der Wasserspiegel unterhalb W liegt, geht die Druckkraft -D unter- 
halb der Achse C vorbei und drückt die Klappe gegen die obere und nntere 
AnschlagflSche. Überschreitet der Wasserstand aber die Grenze W, so liegt D 
in der punktirten Lage oberhalb C, öffiiet die Klappe und lässt das Wasser 
abfliessea. 



d) Drack gegen eine ebene Haoerfi&che oder Bohlwand. 

Ist die Mauer ABCE (Fig. 190) auf der rechten Seite bis 
zur Oberkante mit Wasser in Berührung und betrachtet man ein 
LängenstQck der Mauer •= 1 '°, 
rechtwinklig zur Bildebene, so 
haben wir als gedrückte Fläche 
ein Bechteck von der Breite 1, 
der Höhe k; der Wasserapi^el 
geht durch die Oberkante der 
DruckÜäche, daher geht D nach 
S. 171 durch den unteren Drittel- 
punkt der lotbrechten Mittellinie 
der Fliehe. In einer Tiefe z be- 
trägt die auf die Einheit der HOhe 
kommende Kraft p X Breite 1 
= yz. Setzt man noch 7=1' 




= 1 , so wird die Darstellung des 
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TerSnderlichen p-1 =• z eine unter 45° geneigte Gerade BG: Die 
Drackiraft auf ein HObentbeilcben dz wird 

dD = zUz, 
dargestellt dnrch den wE^erechtra Flächenstreifen des gleichschenklig 
rechtwinkligen Dreiecka ABG. Die Gesammtkraft D wird dar- 
gestellt durch die Fläche des Dreiecka Va h^ und li^ in der HOhe 
des. Schwerpunktes dieser Fläche. Z> = ^hyh^ liefert in Bezug 
anf die Änssenkante E der Mauer das Umstnnmionient 

2>.i/3A= '/e;-*', 

während bei einer Dichte /^ des Mauerwerks das Sicherheits- 
moment (1 . Tbeil, S. 1 67) beträft Ö ■ 1/2 rf = ^hy^ d^h. Die Sicherheit 
der Mauer g^en Kanten erfordert: 

t 

Der Yerscbiebang der Mauer durch D setzt sich die Beibang 
f-G entgegen (/ = BeihnngszifTer), mithin nuss auch 

fyid-h>' ^jiyh^, d. h. 

sein. Hat das Mauerwerk keine erhebliche Zugfestigkeit und soll 

gleichwohl ein öffnen der Fugen vollständig vermieden 

werden, so muss, was hier allerdings nicht bewiesen Fig. 191. 

werden kann, (s. Keck, Vorträge über Elasticitätslehre, 

S, 301), die Mittelkraft aus D und G die untere Fuge 

AE in einem Punkte schneiden, der nicht ausserhalb 

des mittleren Drittels der Mauerstärke AE = d liegt 

Soll er gerade an der Grenze des mittleren Drittels, 

d. b. om 'A d TOn der Mitte entfernt liegen, so muss 

(Fig. 191) 

Ve d : 73 A = tg a = DiG sein, oder 



.l/i^. 

r3 /i 



.T/Z. 
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IMirM: 


n,r, 


-2^»iid/= 




1) 






<l>i--f'i; 


oder d> 0,ni; 


2) 






d> 0,4aJl; 




3) 






d = 0,>». 




Die letztere BediDgung erfordert also 


eine bedeutende Stärlie. 



Eine Bohlenwand (Fig. 192) stätüe sich gegen wagerechte 
Balken, aog. Riegel, die, anf eine Spannweite l frei liegend, sich 
wiederum g^en lothrecht« 



Fig. 192. 



PfAhle legen. Die mit 
Bohlen überdeckten Bi^el 
werden gleicbmässig Aber 
ihre Lange belastet, and 
zwar soll fßr einen um ; 
unter Wasser liegenden 
Riegel F die Belastung q 
fQr die Längeneinheit er- 
mittelt werden. Die beiden 
benachbarten Riegel mögen 
von dem betrachteten um 
ai und a^ abstehen. Hin- 
sichtlich der Eraftaber- 
tTE^ng denken wir uns 
die Bohlen an jedem Riegel 
dnrchschDitten; sie wirken 
dann als statisch bestimmte 
Träger auf zwei Stutzen. Ffir 
das Bohlengtück GF = «i 

von der Länge Eins, rechtwinklig aur Aufrissfigur, bildet die noch 
mit y multiplicirte Trapezfläche CDEF die Belastungsfigur. Man 
kann diese ansehen als Unterschied des Rechtecks GG-EF und des 
Dreiecks DGB. Ersteres, von dem Inhalte ^a, , bringt nach dem 
Riegel bei F den Auflagerdruck *hy^a^, letzteres, vom Lihalte 
Vs«]^, kommt aber nur zu einem Drittel auf F, u. zw. abzüglich, 
d. h. mit — y^ya^^ Pur das Bohlenstuck FH ist FEJH die 
Belastungsflgur, deren Inhalt in die beiden Theile zerfällt za^ 
+ '/s «2^- Hieraus ergiebt sich für das Bohlenstflck FH bei F 
ein Auflagerdruck '/^^^«a + V6/«2"- 
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Daher kommt auf die Längeneinheit des Riegels die Druckkraft 
q= yiysai — \iiya^^ + ^jtyza^ + ^sya^^, 

1) q= VJ7(ai + a2){« — V^ («i ~ %)}• 

Sind die Riegel in gleichen Abständen ai = ai=a, 30 wird 

2) ((=7aj. 

Ist der untere Theil der Wand, von L beginnend, auch auf 
der linken Seite der Figur 192 mit Wasser in Berührung, so übt 
dieses einen Druck aus, dessen Vertheilung durch das Dreieck LMN 
dai^estellt vnrd. Dieser Gegendruck des Unterwassers lässt sich 
von dem Drucke des Oberwassers leicht abziehen, da LMN=JPQ, 
ist. Unterhalb des Unterwasser-Spiegels {ÜW) ist also der Über- 
druck p=/A, wenn A der Höhenunterschied der beiden Wasser- 
spiegel, und es wird für einen unter V W liegenden Riegel 

3) q=yah. 

e) BereohDUDg der Riegel des Stenunthores einer Schleuse. 

Eine SchiffschleiiEe dient zum HinQberf&hrea eines SchlfFes aus einer 
KanalBtrecke in eine solche mit höherem WasseretBnde, oder umgekehrt. 
Zwischen beide Strecken mit dem Unterwasser U W und dem Oberwasaer W 
ist die Schleusenkammer Ä" (Fig. 193) eingebaut, mit tr Wund Wdorch Thore 

Fig. 193. 



Terbonden, die geöflnet und geschlossen werden können. Die Schleusenkammer 
iteht auch noch durch Schütz enäfinungen oder dgl. mit U W und IT in Ver- 
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binduDg, so dasB man ihren Wasserstand nach BeilUrftiis auf die Höhe von 
(7 W oder W bringen kann. Soll nnn ein Schiff (Lage 1) &w U W nach W 
befördert werden, so bringt man den WosserstAnd der Kammer K anf die Hühe 
von U W, kann nun du Unterthot T leicht öSnen, da es von beiden Seiten 
gleichen Wasserdruck bekommt, und fahrt das Schiff in die Kammer (punktirta 
Lage 2). Dann scbliesst man das IJnterthor und jede Verbindung der Kammer 
mit dem U W, öfinet aber die Schützen der Verbindung mit dem IT, is 
Folge dessen Wasser in die Kammer einströmt, bis der Wasserstand der 
Kammer in gleicher Habe mit W steht Hierbei wird das schwimmende 
Schiff mit dem Wasserspiegel um h gehoben (pnnktirte Lage 3). Jetzt kann 
das Oberthor 7*, leicht geöffnet und das Schiff in der Lage 4 (0 W) Gber- 
gefahrt werden. Die Thore sind zweiflQgUg; jeder FlOgel dreht sich um eine 
lothrechte. an einer Seitenwand der Kammer liegende Achse; seine Länge ist 
etwas grösser als die halbe Weite der Kammer. Beide Flügel fallen daher, 
wenn sie sich in der Mitte der Schleuse berühren, nicht in dieselbe Ebene, 
sondern bilden mit einander einen stumpfen, nach dem Oberwasser gekehrten 
Winkel. Ein höherer Wasserstand auf der W- Seit« presst daher die Flügel 
selbstthätig zusammen; die Flügel stammen sich gegen einander und heissen 
deshalb Stemmthor e. Im Grundrisse der Fig. 193 sind die Thore in 
geschlossenem Znstande ausgezogen, im offenen punktirt; die Kreisbogen 
bezeichnen die Drehnngswege der FlOgelenden. 

Der Flügel eines hölzernen Stemmthores (Fig. 194 Ansicht, 
Fig. ISA Qriindriss) hat nun hinsichtlich der EraftleistitDg einige 
Verwandtschaft mit einem 

Fach einer Bohlwand; nur ^^- 1»*- ^- i^^. 

tritt das Äneinanderstem- 
men neu hinzu. DasRahmen- 
werk besteht aas der Wende- 
satiie w (der Drehsaule), der 
Schlagsäule 9 und den wage- 
reehten Biegeln r, die an 
der Oberwasser-Seite mit 
Bohlen bekleidet siitd. Die 
Spannweite / eines Riegels 
ist zu rechnen von der 
Achse der Wendes&nle bis 
zur Schleusenmitte. Seine 
Belastung für die Längen- 
einheit ist nach Gl. 2 oder 3 

(S. 175) zu bemessen. Die gegenseitige Druckkraft K, die die 
Riegel durch Vermittelung der Schlagsäule auf einander ausüben. 
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moss rechtwinklig zur lothrechten Mittelebene der Schleuse sein 
(Fig. 196). Ausserdem wirkt an dem Biegel die Last ql und der 
Widerstand W der Wendesänle. Diese drei Kräfte müssen sich im 
Gleichgewichte halten, also durch einen Pankt gehen. 
In Bezug auf die WendesÄnle wird Klsia a = ^/iql^, ^«- ^^ß- 

mitbin K = -zr^. — , und ebenso gross ist auch 
2 sm a ^ 

W, weil K und W symmetrisch zur Mitte des 

Biegeis sind. 

Man kann nun {Fig. 197) K zerlegen in 

£'cosct und £'sin a. Letztere Seitenkraft, gleich 

1/2^2, entspricht dem Anflagerdruck eines einfachen 

Balkens mit der Belastung q , erzeugt mit ihr ein grOsstes 

Biegungsmoment in der Mitte = ^/sql^, und eine 



Fig. 197. 



^ '/f.qP ^3 qP 







Spannung (^ = - 



Da die Biegungsspannung auf der Ober- 



wenn d die lothreehte, b die wagerechte Ab- 
messung des rechtwinkligen Riegelquerschnitts ist 
Die Kraft Ä"cosa = ^/sqlcoia kann für den 
Riegel als einfache Druckkraft längs seiner Mittel- 
linie angesehen werden, da wegen der ziemlich 
starken Querschnitts-Abmeasungen der Riegel eine 
irgendwie erhebliche Ausbi^ng derselben nicht 
anzunehmen ist. Hieraus ergiebt sich eine Qberall gleiche Drnck- 
ql cot g 
2db ' 

wasserseite als Druck auftritt, so wird die überhaupt stärkste 
Druckspannung ö" = ö, -|- öj oder 
ql /.3 / 
•2db \2 6 

> Weite Bei tga = '/t, 1 = 
. Dann ist ztmächBt 

q = 1000 . 0,. - 2 = 1800 kB/m, 
ql= 1800- 3,J = 5760 kg. 
1 erhalten, fUuen wir d, h and I in <m ein: 
5760 



- + cot a 



Beispiel; FOr eine Schleuse v 

:2», = 0,«", d = 30«", b = 



I 40 



+ 6 =3,.(12 + 6) = 64,i. 



K«ck, Xeebuik. IL 
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Die SpumnogEvertheiliuig ist freilich eine sehr ungleichmässige. In demselbeD 
Qoerschuitte beträgt die Btärliste Zugspaunnng (an der Unterwasser-Seite) nar 
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f) Drackmittelpunkt eines Dreiecks, eines Kreises, 
eines Tiertelkreises. 
1. Dreieck, a) Grundlinie oben und || dem Wasserspiegel. In 
diesem Falle giebt es im Allgemeinen keine Symmetrie-Achse, aber 
gleichwohl ist GL 4 (S. 1 70) entbehrlich, weil 
man leicht erkennt, dass der Dmckmittelpunkt 
auf der Mittellinie DE (Fig. 198) liegen 
muss, da über jeden wagerechten Streifen 
des Dreiecks eine gleichmässige Eraftver- 
theilnng stattfindet, so daas der Druckmittel- 
punkt jedes Streifens in setner Ifitte liegt 
Es handelt sieb also nur noch um die 
OrSsse 

^ Js ^ Fk^ ^ A' 
"~ F^o "iS-f.Wo ~ IS.Vo 
(s. 1. Theil, S. 274). Sinkt der Wasser- 
spiegel bis an die Oberkante des Dreiecks 
mit yoi-fn = '/sA, so wird 

v^= '/sh, 
d. h. es liegt der Drucbmittelpunkt dann in 
der Mitte der Mittellinie DF. 

ß) Liegt die Spitze des Dreiecks oben {Fig. 199), so wird in 




Fig. 199. 




gleicher Weise v = 



k^ 



RQckt aber 



Fig. 200. 



der Wasserspiegel bis zur Spitze herab, so 

ist yo«(B = V^.A, daher w„a» = V'^A mit 

G im unteren Viertelpunkte von FD. 

2. Kreis. Es ist (Fig. 200) 

Für yo-in = *• ''i*'^ "■*» = 'A r 
(Punkt Ol). 
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Fig. 201. 



3. Tiertelkreis. Um auch die ÄDwendang der Gl. 4 (S. 170) 
zu zeigen, wählen wir nan den Viertelkreis, (Fig. 201), dessen Drack- 
mittelpunkt etwas mehr Rechnung erfor- 
dert al3 die obigen einfachen Beispiele. 

Der Wasserspiegel liege parallel mit 
dem oberen begrenzenden Halbmesser BC 
in einer Höhe nr darüber. Der Schwer- 
punkt der Halbkreisfl&che li^ (nach 
1. Theil, S. 132) nm 
4 



'Sil 



= 0,424 r 



vom Mittelpunkte entfernt. In dem 
gleidien Abstände von BC und BD 
muss anch der Schwerpunkt der YiertelkreisSäche liegen. 




^0 = 



\3jr 



Das Trägheitsmoment einer EreisÖäche in Bezi^ auf einen 
Durchmesser ist ^/tFir^, wenn Fj die Fläche des Kreises bedeutet 
Dazu liefern die 4 Viertelkreisa je ein Viertel; sonach mnss das 
Trägheitsmoment des "Viertelkreises BC'D in Bezug auf 5C eben- 
falls V<J"r* sein, wenn F nun die Fläche BC'D bedeutet. Das 
Trägheitsmoment Jg in Bezug auf die wagerechte Schwerpunkts- 
achse ist sonach 

l 16 \ 

Daher wird 1_ _ J6^ 

4 9^2 



= J'V~« 



--Fr^[- 



I) 



3jr 



Zur Ermittelung von x„ nach Gl. 4 (S. 170) wollen wirTorerst 
das Centriüigalmoment G berechnen. Es empfiehlt sich, dasselbe 
soszudrficken durch das etwas bequemere Centrifngalmoment Üb in 
Bezug auf BO und BD. Mit y = y^ -\- nr wird 
C=-SdFxy=SdFx{y, + nr) 
=• S dFxyi + nrSdFx, somit 



2) 



Cf= Cb + nrFx^ = Ca + i^n 



3ä 
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Ein Flächentheilchen dF= d;i;(fy liefert zn<7s den Beitrag {Jxdyxy^. 
S&ibmtliche FlSchentheilchen des Streifens EQ tod der Breite u' 
haben Übereinstimmende y^ nnd dy , liefern also zusammen den Beitrag 

y,dy\xda;= ^iy^dyu*, 

mithin der ganze Viertelkreis 

Cs^Vi^y^dyu^. 

Hierin ist dy = dy^ ; ferner u^ = r^ — y,', wodurch 

Ca = ^hr^\y\dyi — '/ä (yi^'iyi = Vsr*, oder 

8) 0» = =^. Also 

C= Fr' IJ- +i-). Hiermit wird 

_1 4 n 

a_ ^ 2n^ % n 3 +8n 

' ^" ~ J-Wo ~ *■ 4 , ^ "" 8 + 6n;r 

oder, wenn in Zähler und Nenner durch n getbeilt wird: 

5) <..-r| . 

- + 6» 
n 

Für n = oo wird r = (GL 1) 

4 
a. = 5— »• = 0,424r 

(Ol. 5), d. h. Punkt G AUt mit S zusammen, wie es sein mussta 
Fflr n = wird 



0,165r; 
8 



= 0,375 
ö 

<aL 4); (Punkt C it Fig. 201.) 
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i sollen die Druck- 





Fig. 202. 


^ 
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g) Drnckkr&fte gegen krumme Flächeo. 
Darch den freien Wasserspiegel sei die Ebene A2^Y gelegt 
(Fig. 202), die A Z gehe lothreeht abwärta. 
kräfte des Wassers g^en die 
gekrümmte Fläche BEC (etwa 
Eugeloktant mit dem Mittel- 
punkt« C) bestimmt werden. Ein 
Flächentheilchen tijP bei P in der 
Tiefe z unter dem Wasserspiegel 
erföhrt eine Druckkraft ;'di^-z, 
welche mit den Achsen die Winkel 
a, ß und ö bilden möge. Durch 
rechtwinklige Zerlegung erhält mau 

dI>y=ydFco3ß-2 = ydF^z, 

dI>.=ydFco3Ö-z=ydF,s!, 
worin dFn, dFy, dF, die rechtwinkligen Projektionen von dF in 
der Richtung der x, der y bezw. ^ bedeuten. Da die Projektion 
dFa in derselben Tiefe 2 unter Wasser liegt wie dF, so bedeutet 
dDt äu<:b <^>e Druckkraft gegen die Projektionsfläche, demnach ist 
die ganze Eraft in der o^-Bichtung 

D, = ySdF.2 

die gesammte Druckkraft, die auf die ebwie Projektion F, = 5, <7i 
der gekrümmten Fläche kommen würde und deren nähere Be- 
stimmung nach QrOsse und Lage nach S. 169 — 180 zu geschehen 
hat. Gleiches gilt bezüglich der Seitenkraft 

D,=ySdF,z. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass diejenigen Flächen, welche, beim 
Projiciren in einer der beiden wagerechten Richtungen paarweise 
auf einander fallen, nicht mit in Betracht kommen. 

Anders rerhSlt es sich mit der Seitenkraft dDi, weil beim 
Projiciren von dF auf eine beliebige w^erechte Ebene die Höhen- 
lage des Fläcbeutbeilchens dF nicht mit der seiner Projektion dF, 
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Kg. 203. 



fibereiDstimmt. Wohl aber bedeutet ;' ■ dF, ■ z das Gewicht der- 
jenigen Flüssigkeitssdule, die vom FlSchentheilchen dF bis zam 
Wasserspiegel reicht Daher ist auch 

I>,=ySdF,-z 
das Gewicht der lothrecht aber der ge- 
drflckton Fläche stehenden Wassennasse 
AB EG und geht dnrch deren Schwer- 
punkt 

Istjedodi die Fläche .B(7£ (Fig. 203) 
so gestaltet, dass ein Theil GE derselben 
schräg aufwärts gerichtete TheildrQcke 
erfährt, so liefei-t dieae zn D, einen auf- 
wärts gerichteten Beitrag D^', gleich und 
entgegengesetzt dem Gewichte eines ge- 
dachten Wasserkörpers GGHE, der von 

der Fläche CE bis zum Wasserspiegel reichen würde, und dnrch 
dessen Schwerpunkt gebend, während der Beitrag Z^ der Fläche 
BC wie vorher bestimmt wird. 




h) Riegel eines gekrümmten Schlensenthores. 

Die Riegel eines ebenen Scbleusenthores (S. 176) wurden sehr 
ungleichmässig gespannt Geht man fQr grössere Sehleusenbreiten 
zu eisernen Thoren Qber, so kann man durch die Wahl gekrQmmter 
Riegel und Thore eine bessere Ausnutzung der Festigkeit, d. h. eine 
gleichmässigere Spannung, erreichen. Es soll die Bedingung gesacht 
werden, unter welcher ein Riegel 
in wagerechter Ebene Qberall eine ^^- ^^*' 

gleichmässig fibN* den Querschnitt 
vertheilte Druckkraft erfährt. 

Ist (Fig. 204) AB = da ein 
Theilchen des Biegeis mit dem 
Krümmungshalbmesser^ und dem 

Mittelpunktswinkel dß und q die \ .<u# ^qd» 

anf die Längeneinheit kommende, 
nach S. 175 zu bemesaende Be- 
lastung, so müssen nach obiger Bedingung an den Schnittstellen 
die centriscfaen Druck-Spannkräfte S und S-\-dS auftreten. Das 
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Fig. 205. 



1) 



Gleichgewicht erfordert dann S=S + dS, d. h. dS=0, 8 überall 
gleich. Ferner gemäss dem Erafteck in Fig. 204 : 
S sin yidd = '/a q ds oder, 

wegen ainij? = d&, 
Sd& = qda = qQd'O, daher 
S=qe. 
Da nun S fiberall gleich war, so muss wegen 
der UnTeränderlichkeit von q auch e fiber 
die ganze Länge des Biegela denselben Wertli 
haben, d, h. der Biogel muss kreis- 
förmig sein. 

Zwischen den Wendesaulen A und B 
(Fig. 205) im Abstände 2 a sind nun ver- 
schiedene Kreisbögen möglich. Für einen 
Halbmesser q und einen halben Mittelpunkts- 
winkel a ist die Bogenlänge AC=q>x, die 
halbe Weite a = esina. Einer Spannkraft S=qQ entspricht ein 
Querschnitt F=q&:a, wenn ö die Spannung, daher ein Raum- 
inhalt des Riegels eines Flügels 




Soll V möglichst klein werden, bo 
= sin'a — a-2 
2) tgt- = 2. 

Dieser Bedingung genügt ein Winkel 
wird p ^ a: 0,ei9 ^ I,m« a , 



a sin'a 
mnsB nach der Eegel v 



Praktisclieii Gebr&ach macht man von dieser Untersuchung nicht; sie ist 
Bar eine Obmigsaufgabe der angewandten Mathematik. 

i) Gesammtdrnck inf die GefSsswSnde. Anftrieb einer Flüssigkeit 
Befindet sieb in einem GeiUsse (Fig. 206) ein flüssiger Körper 
mit freiem Wasserspiegel im Gleichgewichte, so wirkt an der 
Flüssigkeit als Ma.<isenkraft das Gewicht Q, = yV, lothrecht abwärts 
dnrch den Schwerpunkt S der Flüssigkeit gehend. Ist J? der 
Gesammtdruck der Gef^swände gegen die Flüssigkeit, d. b. die 
gesammte Oberfläcbenkraft, so muss B mit Q im Gleichgewichte 
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sein, d. b. es ist I> = Q'=j'V, lotbrecht anfwärts darcb den 

Schwerpunkt der FlQssigkeit gebend. Der Gesammtdruck des 

flüssigen Körpers auf die Geßsswinde ist 

nacb dem Gesetze der Wecbselwirknng das 

Entgegengesetzte von D, d. b. völlig Qber- 

einstimmend mit dem Gewichte Q des 

fiOssigen Körpers. Seitendrücke 7>x und Z>, 

kommen hier nicht in Betracht, weil beim 

Frojiciren der gesammten inneren OherQäche 

des Gefässes auf eine lothrechte Ebene die 

Theilcben paarweise auf einander fallen. 

Umgrenzen wir in einem grosseren, im 
Gleichgewichte befindlichen flOssigen Körper 
einen beliebigen Theü BCE {Fig. 207), so müssen an diesem 
ebenfalls die gesammte Uassenkraft Q und der Gesammtdruck A 
aller umgebenden FlüssigkeitstheilcheD sich auf- 
heben. D. h. es muss A = Q = yV, aufwärts ^g- ^°^- 

gerichtet sein und durch den Schwerpunkt des £~^^ 

KCrpers V gehen. Vertauscht man nun den 
Flflssigkeitstheil BGE mit einem anderen Körper, 




dessen Oberfläche genau mit der Umgrenzung BCE \ J^ 

übereinstimmt, so fibt die umgebende Flüssigkeit jA ^A 

auf den fremden Körper ganz dieselben Kräfte 

aus, wie auf den etwa erstarrt gedachten Theil BGE des flüssigen 

Körpers, mithin ist der Gesammtdruck der Flüssigkeit gegen einen 

in sie eingetauchten Körper 

1) A = yV. 

Diese Kraft heisst der Anftrieb, Sie ist ganz unabhängig von der 

Massenvertheilung des eingetauchten Körpers, lediglich bedingt durch 

den Flüssigkeitskörper, dessen Stelle der feste Körper einnimmt, 

also durch die von dem festen Körper verdrängte Flüssigkeit 

Der Auftrieb einer Flüssigkeit gegen einen in die- 
selbe eingetauchten Körper ist lothrecht aufwärts ge- 
richtet, gleich dem Gewichte der verdrängten Flüssig- 
keit und geht durch deren Schwerpunkt 

Diese Regel gilt sowohl für einen völlig, als auch für einen 
nur theilweiae eingetauchten Körper. In letzterem Falle bedeutet F 
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den Raominhalt des unter Wasser befindlichen Tbeiles des eingetauchten 
Körpers. Befindet sich der eingetauchte EGrper ganz unter Wasser 
und ist er nicht zusammendrßckbar, so 
ist der Auftrieb unabhängig von der Tiefe ~ 

des Körpers unter Wasser, weil nach S. ^ 

157 die Dichte y unveränderlich ist. 

Hängt man einen Körper vom 
Gewichte G an eine gleicharmige 
Waage (Fig. 208) , so muss an der 
anderen Seite derselben ein Oewicht- 
stflck Gf angebracht werden, um den 

KOrper im Gleichgewichte zu halten. Ist aber (Fig. 209) der an der 
Waage hängende Körper vom Eanminhalte Fganz in eine Flüssigkeit 
von der Dichte / eingetaucht und 
ist sein Gewicht Ö- grösser als der 
Auftrieb y V, so ist nur eine aufwärts 
gerichtete Kraft 

2) Q = 6 — A 
nflthig, um den Körper im Gleich- 
gewichte zu halten. Diese Kraft Q 
heisst das scheinbare oder relative 
Gewicht des Körpers in 3ezug auf die 

Flüssigkeit. Die Wägung eines KOrpers im eingetauchten Zustande 
ersetzt in manchen Fällen eine Bestimmung des Bauminhaltes. 
Kennt man nämlich F, so ist damit auch der Auftrieb A = yV 
gegeben, A. h. der Unterschied von G und Q. Ist es aber 
nicht thnnlich, V durch Messung zu bestimmen, so ftihrt die 
Ermittelung des wahren und des scheinbaren Gewichtes {ß und Q) 
zum Ziele, denn es ist nun 

3) V={G~q):r- 

Damit hat man denn auch die mittlere Dichte y^ des eingetauchten 
Körpers, nämlich 

oder, wenn er homogen ist, seine wahre Dichte. 

Bekanntlich verwaadte Echon ArchimedeB (281 — 312 vor Chr.), der das 
Wwea des A-oftriebes beim Baden erkannte, die doppelt« W^ung, om fest- 
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zustellen, wie viel Gold und wie fiel Silber in der Krone des Hiero von 
Sfrakns enthalten sei. Ist I'i die Kanninienge Goldea von der Dichte jf,, V^ 
die Raammenge Silbers von der Dichte ;'2 in der Krone, so ist deren wahres 
Gewicht 

5) G = ny',+riy-- 

Der Auftrieb des Wassers (Dichte ;•) ist .1 = ;• ( ^', + V.^), mitlün das schein- 
bare Gewicht 

6) G-Q=r{V, + l\). 

Diese beiden Gleicliuugen ö nnd 6 können nach den Unbeliannten V, und K, 
aafgelöst werden ; 



Um Tj zu erbalten, braucht man in Gl. 7 nnr die Indices 1 und 3 mit ein- 
ander zu vertauschen. 

Steht ein Gefias mit Wasser auf einer Waagschale und taucht man mit 
dem Finger in das Wasser, so rouss die Waagschale sich senken. Der Finger 
erlSbrt von dem Wasser einen Auftrieb A, und dieselbe Kraft Übt der Finger 
auf das Wasser und somit auf das Ge&s nach nuten aus. Ist V der einge- 
tauchte Bauminhalt, J'.der Querschnitt des Gefässes in der Höhe des Wasser- 
spiegels, so steigt ja auch das Wasser im Gefässe um JA = V';F, dadurch 
wachst der lothrechte Druck auf das Gefäss nm yFJh = /V, d. h. genau um 
den Auftrieb. Ähnlich ist es, wenn man ein Stock Holz oder einen Fisch auf 
oder in das Wasser setzt; der lothrechte Druck auf das Gefäss ist dann, wenn 
wieder Gleichgewicht herrscht, genau um das Gewicht des Holzes oder Fiflches 
ge wachse B. 

Die Kraft Q== G — A = G — rV, die einen unter Wasser 
befindlichen KOrper in der Schwebe hält (Fig. 210), genügt auch, 
denselben langsam and gleichmässig im 
Wasser aaiwäi-ts zu bewegen (bei schneller Fig- 210. 

Bewegung entstehen Bewegungswiderstände, 
die von der Geschwindigkeit abhängig sind). 
Auch wenn der ESrper auf dem Boden des 
OefUsses liegt , ihn aber nur in einzelnen 
Punkten oder Linien, nicht in Flächen, berührt, 
wird eine aufwärts gerichtete , die Grösse 
Q ^ G — ^Fnicht wesentlich überschreitende 
Kraft hinreichen, den Körper vom Boden empor zu heben. 

Zweifelhaft kann man über die Grösse der zum Emporheben 
vom Boden erforderlichen Kraft K sein, wenn der Kürper den 
Boden des Gewisses mittels einer grösseren Fläche berührt In dem 
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Falle der Fig. 211 lastet auf der oberen Fläche des EOrpers eine 
Druckkraft j-Fh, and es muss 

8) KS.G+r-Fh 
sein, nm den ECrper vom Boden abzuheben, 
wenn an der unteren Fläche des Körpers kein 
Wasserdruck wirkt 

Letztere Annahme wird aber In den 
meisten Fällen nicht zutreffen. Befand sich 
in dem Ge^se schon Wasser, bevor der 
Körper auf den Boden gesenkt wurde, so 
wird unler ihm eine dünne Wasserschicht verbleiben, die den 
Wasserdruck auf die untere Fläche überträgt, so dass nur 

9) K^G — yV 
zum Heben erforderlich sein wird. 

Wird der Körper auf den Boden des leeren Gefässes gelegt 
und dann erst mit Wasser übergössen, so wird auch dann in Folge 
kleiner Unebenheiten, Poren u. dgl. an dem Körper oder dem Boden 
in der Begel Wasser unter den Körper dringen können, so dass 
Formel 9 gültig bleibt Nur in solchen Fällen, wo Körper und 
Boden ohne Foren, sauber bearbeitet und trocken einander auf- 
geschliffen sind, wird das nachträglich eingeführte Wasser vielleicht 
nicht anter den Körper dringen können, so dass Formel 8 an- 
zuwenden wäre. 

Derartige Erwägungen sind erforderlieh, wenn es sich am die 
Standsicherheit des Widerlagers einer gewölbten Brücke handelt. 
Steht das Widerlager im Trocknen, so 
hat man das wahre Gewicht G desselben 
mit dem Kämpferdrucke Tf'des Gewölbes 
und dem etwaigen Enddrucke zusammen- 
zusetzen, nm daraus die für die Sicher- 
heit des Widerlagers massgebende Mittel- 
kraft B zu erhalten. Ist das Bauwerk aber 
einem Hochwasser H ■ W ausgesetzt, so 
hat man zu erwägen, ob es wahrscheinlich 
ist, dass das Wasser in die Fugen oder "niLu; m^^^^ii, 
unter die Grundfläche des Mauerwerks 
dringen kann. In diesem Falle würde, wenn auch die Hinterfüllungserde 



Fig. 313. 
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vom Wasser durchzogen ist, der unter Wasser befindliche Theil des 
Mauerwerks nur mit seinem scheinbaren Gewichte Q = ö — fV 
= (^1 — f) V, d, h. bei T"! = 2 ?- nur mit der Häirte seines Gewichtes 
einzuführen sein. Ist der Boden kiesig, so dürfte das Wasser wohl 
Wege finden, um, wenn auch nicht sofort, doch mit der Zeit, unter dem 
Qrundmauerwerke mit seinem vollen Drucke zu wirken, wogegen auch 
eine das Mauerwerk nmschliessende Spundwand nicht schützen würde. 
Bei felsigem Untergründe konnte es vielleicht gelingen, das Mauer- 
werk mit CementmSrtel dem Felsen wasserdicbt anzuschliessen. Von 
genauer Untersuchung des Grundes und sorgfältiger Äasfübrung 
ist es abhängig, ob man in solchem Falle den Wasserdruck ausser 
Acht lassen darC 



k) Oleichfiiewicht aebwimmeiider E9rper. 

Ist die mittlere Dichte yi eines Körpers kleiner als diejenige 
des Wassers, so fällt sein scheinbares Gewicht Q für Wasser 
= G — T^='i.T\ — y)^ negativ aus. Der Körper wird daher, 
wenn er nicht durch eine besondere abwärts gerichtete Kraft 
Q, niedergehalten wird, sich aus dem Wasser erheben, auf dem 
Wasser schwimmen und wird im Gleichgewichte sein , weon 
der Auftrieb yV des eingetauchten Theiles V, der Verdrängung 
(des Deplacement), sich mit dem wahren Gewichte G des KOrpera 
im Gleichgewichte hält. Dazu ist erforderlich, dass yV=Q s« und 
dass der Schwerpunkt S des Körpers mit dem Schwerpunkt E der 
verdrängten Wassermasse V in 
derselben Lothrechte liege. Die Fig. 213. 

Gerade SE im Körper heisst die | 

Schwimmacbse, die zu ihr 

rechtwinklige Ebene BOG des I ^_^ 

Körpers, welcheim Gleichgewichte / \ 

mitdem Wasserspiegelzusammen- / ^ \ 

ßllt, wird die Schwimmebene ' ===^ ~* "7== 

genannt \ j&T / 

Es soll nun die Sicherheit -^-^ 

eines schwimmenden Schiffes gegen 

Umkippen untersucht werden. Das Schiff habe eine Symmetrieebene, 

die durch die Schwimmachse 8E geht. 
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Es werde in irgend einer Weise, etwa mittels zweier wage- 
recbten Taue ein Kräftepaar 9K auf den Körper ausgeübt, desaen 
Achse rechtwinklig zur Quer- 
schnittS'Ebene steht, und da- 
durch eine Schiefstellang am 
den kleinen Winkel •& bewirkt. 
Hierdurch ändert sich die Form 
der Verdrängung und damit 
die Lage des Anftriebes A. 
Ist nun auch in dieser schrägen 
Lage (Fig. 214) Gleichgewicht, 
bilden G und A ein Kräfte- 
paar, welches das Umsturz- 
moDient äJf aufhebt, so befand 

sich das Schiff in der aufrechten Lage (vor Einwirkung des 
Momentes SR) im sicheren Gleichgewichte; nach einer Störung 
desselben kehrt es nnter Einwirkung von G und A selbatthätig in 
die aufrechte Lage zurück. Nach Fig. 214 ist dazu erforderlich, 
dass die neue Lage von A (durch den Schwerpunkt E^ der jetzigen 
Verdrängung DKH) rechts von G, A. h. rechts von S liege, dass 
A die Schwimmachse in einem Punkte M schneide, der oberhalb 
des Schwerpunktes S^ liegt Das Standsicherheits-Moment 

ist dann 

fBt = G-SP=rV- SM sin ö, 
oder bei kleinem Winkel d 
1) m = G-SM-d==rySM-{t. 

Die Länge iSJTist für die Standaicherheit massgebend. Nennt man 
die seitliehe Verschiebung des Schwerpunktes der Verdrängung 

EEi = x, 
so kann EEi bei kleinem d auch als Kreisbogen um Jf aufgefasst 
und EEi=j; = EM-'d gesetzt werden. Mit E8 — e wird 



2) 



8M=ME—e=' 



Da die Störung der aufrechten Lage durch ein Kräftepaar 
hervorgerufen wurde, so bleibt stets A = 0, d. h. die Verdrängung 
V der Grösse noch unverändert; mithin moss das eintauchende 
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Eeilstflck V, = COH mit dem Schwerpankte •?, gleich dem aus- 
taucbenden Keilst&cke F, = BOD mit dem Schwerpunkte ^ sein. 
Bezieht man nun die Schwerpunkte 

E Ei Sj S-i 
auf diff Symmetrie-Ebene KESM mit den Abstanden 
0, X, Xf, xj, 80 gilt, weil 
I>KH= V=BKC+ OCH—OBI?, d. h. 

r = r + F, — F3 

ist, die Momentengleichung Vx = X{Vx) (Theil 1, S. 126): 

Vx = VO + Vix, — Vii—Xi). 
(Wegen der Kleinheit von & kann nämlich der rechtwinklige Abstand 
des Punktes E von £'ilf gleich EEi ^x gesetzt werden; auch wollen 
wir Toranssetzen, dass BC und DH sich auf der Schwimmachse 
in O schneiden und dass x^ = X2 gesetzt werden darf. Der Ab- 
stand des Punktes ^2 i^^ ^'^ — '^2 eingeführt, da St links von KM 
liegt.) Hiernach wird 

a p undSJf=-^-e. 

Die Grösse Ffr, ist von der Gestalt der Wasserlinie (Pig. 215) 
abhängig. Ist in einem Abstände t von der Vorderkante die halbe 
Breite in der Schwimciebene j/, so liefert 
ein Längentheilchen dz zu F, einen Bei- 
trag ^jiy^ •■d ■ dz und zu V^x^ an- 
nähernd einen Beitrag *liy--&-^lzydz 
= ^lzy^-^-dz, so dass 

wird. Nun ist aber ^/zydz-y^ das Träg- 
heitsmoment des in Pig. 215 schrafBrten 
Theilehens der Schwimmfläche in Bezug 
auf ihre Längsachse (Theü 1, S. 271). 
Also ist das Trägheitsmoment der ganzen 
Schwimnifläcbe In Bezug auf ihre 
Längsachse 



3) 




^^» 



4) 
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FflltTt msD dies in OL 3 ein, so ergiebt sich 

5) SM-^-e. 

Diese Länge ist hiemacli bei kleinem Naigungswinkel & von diesem 
Winkel unabhängig, oder der Fankt M hat auf der Schwimmachse 
eine bestimmte Lage and wird, weil er, vom E aus betrachtet, bei 
sicherem Gleichgewichte jenseits des Schwerpunktes S liegt, das 
Metacentrnm {^era = jenseits), seine Höhe SM ober S die 
metacentrische Höhe genannt Das Standsicherheitsmoment 
ist sonach 

6) M = rv-{|-«)«. 

Ist der schwimmende Körper ein Prisma von der Länge l, 
ist F der Querschnitt der Verdrängung V = Fl und h die Breite 
in der Schwimmebene, so wird 3 ■= 'fnlb^, daher 

Die Länge SM ist jedoch nur Mr geringe Neigungswinkel von 
deren Grösse unabhängig. F&r die stärkeren Bewegungen der See- 
schiffe darf ein festes Metacentrum nicht angenommen werden. 

Hat der eingetauchte Baum, die Verdrängung V, die Gestalt 
eines Cjlinder- oder Kugelabschnittes, so ändert eine Drehung 
die Form von F gar nicht i es geht der Auftrieb stets durch die 
Achse des Cylinders bezw. den Mittelpunkt der Kugel. Ist der 
Körper ein Cylinder oder eine Kugel Qberall gleicher Dichte j-i , so 
fallen Schwerpunkt S und Metacentrum M zusammen ; ein derartiger 
Körper schwimmt also in unentschie- 
denem Gleichgewichte; er setzt einer 
Drehung keinen Widerstand enl^egon 
und kehrt auch nicht in die ur- 
sprüngliche Lage zurück. 

FOr die Eintauchung eines Cy- 
linder s (Fig. 216) gilt die Gleichung 
r';r^j = r^(a — '/i' sin 2 a);'. Diese 
Gleichung lässt sich nach « nur durch 
Probiren auflösen, nach j-iiy aber mit: 
8) n ^ 2 « — sin 2 « 

r 2jr 
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Soll a = 60" = ^/sn werden, sO nmss 

Xi _ y-i Jr — 0,8fl 



'2x 



- = 0,195 sein. 



Fär einen homogenen Halbc^linder (Fig. 217) iat die meta- 

4 r 
centrische Höhe SM= ^ - (Theil 1, S. 132.) Die Eintanchangs- 

tiefe ist bedingt durch 
'/s r^nri = »"' (« — '/ä sin 2 a) ;- oder 
2 a — sin 2 n 




9) -^ = 

r 

Soll jetzt et = 60" werden, so muss 
;-i : r = 2 ■ 0,195 = 0,39 sein. 

Für ein homogenes rechtwinkliges Parallelepiped von der 
HShe h, der Breite b, der Dichte /-^ 
(Fig. 218) gut för die Eintauchangs- Fig. 218. 

tiefe « die Gleichung 

j-zb = Xjkb, d. h. 



10) 



,-hi 



Der Schwerpunkt S des Körpers liegt um V2A, der Schwerponkt E 
der Verdrängung nm '/s^ i'om Boden entfernt, mithin ist 



Dann wird nach Gl. 7 (S. 191), weil F- 



12k n 



11) 



-=Ä(i-:^--('-^))- 



Damit £df >■ werde, d. h. Standsieherheit vorhanden sei, : 
etwa für Holz mit j-i ~ 0,6 y 



- > /^6 • 0,6 ■ 0,4 = 1,2 sein. 
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Ist aber (Fig. 219) b = SA and wiederam n = 0,8 ;-, a« wird 

Ein solcher flossartiger EOrper bat also eine grosse metaeentriscbe 
Höbe und bedeutende Stand- 

sicherbeit Jedoch gilt dies Fig. 219. 

nor, 90 lange von den Ober- ojt 

kanten J nnd K keine unter 
Wasser, von den Unterkanten 
N und L keine über Wasser 
liegt Bei stärkeren Nei- 
gungen, wie sie in nnrnhigem 
Wasser leicht Torkommen, 
ist die Standsicherbeit ge- 
ringer. 

Bei nen gebauten Schif- 
fen wird die metacentrische 
Höbe SM znweilen durch 

einen Erängiings-{Neigungs-) Versuch ermittelt Das Schiff mOge 
anfänglich gerade geschwommen 



^ 



Fig. 220. 



haben. Wird nun eine schwere 
Last P von B etwa nach D ver- 
schoben um die Entfernung x, so 
ist die Fortnahme von B gleich- 
bedeutend mit der Anbringung 
einer dort aufwärts gerichteten 
Kraft P, während bei D eine 
gleiche abwärts gerichtete Kraft 
auftritt. Die Vei-schiebung be- 
wirkt demnach ein Kräftepaar 
P« . Entsteht dabei eine Schräg- 

stellnng um den Winkel &, der mittels eines Lothes am Mastbanm 
abgelesen werden kann, so ist nach GL 1, S. 189 

G-SM-d^ P-x, mithin 
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Betepicl: Für ein SeeBohitf batrage die VerdräDgnng F:= lOOOOclmi, 
dann ist, weil ftr Seewasaer ;•= 1025^ cbm, Ö = 10250*. Wird eine Bchirere 
liast (etwa ein Geschütz) too P ^ 20 * um 5 >" seitwärta Terechoben und ent- 
steht dadurch eine Neigung ^ ^ */i^= 0,o(wt, bo folgt 



SM = 



= 1,11". 



Wie grosB die metacentriache Hdhe für Schiffe verschiedenen Zweckes sein 
iDDSG, ist lediglich durch Erfohmng festgestellt worden. Bei transatlantischen 
Dampfern genügt schon eine metacentrische Höhe von 0,3 1° ; Segebchifie 
müssen wegen des Segeldruckee und EriegaschifTe wegen des Abfeuern» der 
OeschQtze eine groaae Steifigkeit haben, daher etwa SM ^^zz i m . Ein ga 
grosses Steifigkeite- oder Standsicherheits -Moment ist für die Festigkeit des 
Schiffes, welche dieses Moment anäiehmen mnas, nicht TortheUhaft, hat anch 
starke Wmkelbeschleunigm^en und daher heftige, nnangenehme Bewegungen 
zur Folge, während ein ächiff von geringerer Steifigkeit weniger angegriffen 
wird und sanftere, weniger schädliche Bewegungen ausfährt 



fjr- 



I) Tropfbar fliis»f!;e ESrper in Bcheinbarer Bnbe in Ützag anf 
ein b«8eblennl^ fortsebreitondes GefSss. 

Das (jef^s(Fig. 321) mOge eine gleichbleibende Beschleanigang 
q mit der Neigung a aufwärts haben, Soll nan eine FIQssigkeit 
darin in scheinbarer Rohe verbleiben, 
darin nicht hin and her schwanken, so 
muss an jedem Massentheilchen Gleich- 
gewicht der Kräfte herrschen, nachdem 
die Ergänzüngskrait — mg (U Theil, 
S. 84) hinzugefügt ist Setzt man nun 
die Schwere mff mit — mq zusammen, 
so entsteht eine Mittelkraft mk. Dies 
ist jetzt die gesammte Massenkraft, 
welche mit den Obei-flächenkräften im 
Gleichgewichte sein muss. An die 
Stelle der einzigen Massenkraft mg 

im wirklichen Ruhezustände tritt nun in jeder Beziehung mk. 
Der Wasserspiegel muss daher jetzt rechtwinklig zur Bichtung von 
k stehen. Für den Druck p in einem rechtwinkligen Abstände 2 

1 gilt pdF = —dF-zk, weil ein Prisma von 
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der Hfihe z and der Grundflache dF die Masse -dF-z hat; also 



1) 



Ist n schr% nacli unten gerichtet (Fig. 222), so kann h ancb wi^e- 
recht, der Wasserspiegel also lothrecht werden. Dazu ist erforderlich, 
dass 5 sin a = i; . 

Bei lothrecht aufwärts gerichtetem q wird 



7 + ff; 



= r 1 + 




Bei lothrecht abwSrts gerichtetem g wird 

*:=? — 3i f = 'r\}-~-g]^- 
Für 4 = (T wird in diesem Falle 

jfc = und p = . 

Wenn also ein Gefäss mit Waaser im luftleeren Räume frei ßllt, 
so Qbt das Wasser keinen Druck anf die Geßsswände aus. Lassen 
wir deshalb das Gef^s ganz fort, so dass das Wasser im luftleeren 
Baume frei fällt, so ist auch jetzt unter den bisherigen Voraus- 
setzungen das Wasser drucklos und ohne Bestreben, eine bestimmte 
Form anzunehmen. In Wirklicbkeit aber herrscht in dem Wasser 
eine sog. Oberfläcben-Spannung ; diese hat das Bestreben, einen 
Körper kleinster Oherääche, d. h. eine Eugel, zu bilden; unter 
ihrer Einwirkung entsteht die Bildung kugelförmiger Tropfen. 
Allerdings würde auch die gegenseitige Massenanziehung der 
Theilchen eines flüssigen Körpers eine Tropfenbildnng 
herbeiführen, doch ist diese (1. Theil, S. 54) so klein, Pig 223. 
dass sie bei Körpern geringer Grösse gegenQber der 
Oberflächenspannung verschwindet. 

Ist die Beschleunigung q'>- g und lothrecht 
abwärts gerichtet, so hat jedes Theilchen das Be- 
streben, mit der Beschleunigung Jt = j — g g^en die obere Fläche 
des Gefässes zu fallen (1. Tfaeil, S. 86). Scheinbare Buhe ist dann 
nur möglich bei oben beflndlichem Boden und unten befindlichem 
wagerechten Wasserspiegel (Fig. 223). 

18» 
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siger Drehung 



Fig. 224. 




m) Tropfbar flflssige KBrper in gleich) 
nm eine Achse. 

Die in einem cylindrischen GeiSsse befindliche Flüssigkeit 
werde dnrch eine mit Flügeln versehene Welle mittels einer oben 
angebrachten Kiemenscbeibe in gleicbmäsaiger Drehung mit der 
Winkelgeschwindigkeit a erhalten (Flg. 224). Dann hat man an 
jedem Massenthellchen m zu der wirklichen Massenkrart mg nach 
Theil 1, S. 88 noch die Centrifugal- 
kraft mxi>)^ hinzuzufügen, (wenn x 
der Abstand des Massentheilchens 
von der Achse ist), nm die gc- 
sammte Massenkraft mA: zn er- 
hatten. Letztere schliesst mit der 
Wagerechten einen Winkel a ein, 
für den gilt 
l) tga = -^. 

Liegt das Massentheüchen an der 
Oberfläche und denkt man sich 

die übrige Masse ausser jenem Theilchen zu einem festen, völlig 
glatten EOrper erstarrt, so mnsü die Fläche, damit das Tbeilchea 
auf ihr in scheinbarer Rnbe verbleibe, rechtwinklig zn der Massen- 
kraft mh stehen, d. h. jenen Winkel a mit der Lotbrechten ein- 
schliessen. Da die Verhaltnisse für alle Funkte einer wagerechten 
Ebene, die in dem gleichen Abstände x von der Achse sich befinden, 
dieselben sind, so muss die Oberfläche eine Umdrehniigsfläcbe sein, 
deren Meridianlinie im Abstände x von der Achse eine Neigung a 
gegen die Drehachse hat Für x = ist (nach Gl. 1) a = 90"; 
mit wachsendem x verkleinert sich a, wird die Enrve steiler. 
L<^t man durch den Punkt A, in welchem die Enrve die Dreh- 
achse schneidet, ein Achsenkrenz, sind x und y die Koordinaten 
eines Punktes P der Eurve, so ist das Neignngsverhältnis der 
Tangente im Punkte P g^en die Lothrechte A Y 

tga = dx'.dy. 
Terbindet man hiermit Gl. 1, so wird 

(ü^xdx = gdy oder 
d{y'ita-^-x'^ = d{g-y). 
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8) 



Sind nnn die Differentiale zweier Grössen einander gimcb, so nnter- 
scheiden sich die Grössen selbst um eine von den Veränderlichen 
anabhängige Grösse G; mithin wird 

Die Grösse C ist abhängig von der willkürlichen L^e des 
Anfangspanktes Ä . Hier ist A so gelegt, dass er mit ^ = nnd 
^ = der gesuchten Earve angehört Die allgemeine Oleichnng 2 
muss also ffir .r = nnd y = gültig bleiben. Daraus entsteht 
die Bedingung = + C, d. h. C = und 

x» = ^t/ oder j, = -— . 

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit lothreehter Achse vom 
Parameter a-.oi^, übereinstimmend mit der Form des sich drehenden 
Armes (1. Theil, 8. 91, Fig. 90), auf dem ein Massenpunkt an 
jeder Stelle in scheinbarer Rahe verbleiben soll; die freie Ober- 
fläche ist sonach ein Ümdrehungs-Paraboloid. Je grösser tu ist, 
desto kleiner wird der Parameter, desto steiler stellt sich die 
Parabel in einem gewissen Abstände von der Achse. Da wa: — v 
die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung an der Stelle P, so ist 
die Hohe y dieses Punktes über dem tiefsten Punkt A 
nach der zweiten Fassung der Gl. 3 gleich der Ge- 
schwindigkeitshöhe der Drehgescbwindigkeit des Punktes. 
Um den Druck p an irgend einem Pnnkte Q der sich drehenden 
Flüssigkeit zu ermitteln, trennen wir (Fig. 225) ein lothrechtes, VOD 
^ bis zur Oberfläche reichen- 
des Prisma heraus. An dessen ^g- 225. 
Qrondöäcbe dF wirkt die 
Druckkraft p-dF aufwärta; 
diese muss gleich dem Ge- 
wichte ydF-2 des Prismas 
sein, wenn Q, in der loth-. 
rechten Tiefe z unter der Ober- 
fläche liegt Die Centrifngal- 
kraft des Prismas kommt in 
der Gleichung der lothrechten 
Kräfte nicht vor. Also 
■4) P 



_fl 

A."! 
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Fflr flberall gleiche z bekommt auch p flberall denselben Werth. 
Flächen gleichen Drnckes haben also in allen Funkten gleiche loth- 
recht« Tiefe unter der Oberfläche, d. h dieselbe Form MN wie 
die Oberfläche 02>, sind nur in lothrecbtem Sinne dagegen verschoben. 
Liegt der tiefste Punkt A der Oberfläche um K über dem Boden, - 
so ist der stärkste Druck im Gefässe. nämlich bei B, von der QrOsse 



5) 



Pi=r--BC=r A + - 



wmn r der Drehungshalbmesser von B oder C 

Bfispid: Ein cjlindriachea QefSss (Hg. 236) von der Wnte 2 £ und der 
Hefe B Bei nnprilDglich aaf eine Hdhe « mit ruhender Flitssigkeib geßillt. 
Wie gnWB mnss die DrehungsgeschwiDdigkett v=ii>R 
am Umfange werden, damit die Flüssigkeit bis zum pjg_ 226. 

Bande steige? Bildet Bich bei der Drehung im 6e- 
flss ein Tollständiges Faniboloid als Oberfläche, liegt 
also der tiefste Fnnkt A des Poraboloideg noch um & 
aber dem Beden, so ist, weil der Inhalt einee Para- 
boloides nach Theil 1, S. 138 halb so gross wie der 
des mnschriebenen Cylinders, die Flfissigkeitsmenge 
im Qeffisse 

Ä'>r{ir.-V.(ff-*)) = .V'Ä'T(£f + fc). 

Dies mass =^ £'ir« sein, d. h. ff 4- A ^ S«. Nach 
Gl 3 (S. 197) ist aber 



6) 



f- = 2(ff-«)- 
ig 




Diese Gleichung ist nni gültig filr »^^jtB. 
Für e =i '/i H wird nfimlich A = 0. War dM GelÄBs 
aber anf^glich weniger ab znr Hälfte gefflllt, so 

kommt, wenn die Flüssigkeit zum oberen Rande steigt, der mitere Theil de» 
Faraboloids mit dem Punkte A nicht mehr zur Ansbildung. Der Flüssigkeits- 
körper nimmt eine QnerBcimitteform an, wie sie in Fig. äS7 linka gezeichnet 
ist, während die rechte HfiUte der Fignr den Boheinstand danteilt 

Ihr Inhalt berechnet sich zu V= R^tiB — yiR'i:(B ■!-») + '/u^ää 
= R'Tce. Nun ist {Gl. 3) r' : Ä» = Ä : (fl + A),also 



^Hä + h)'- 

'(B+h), n 
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7) 



2? 
Pör « > Vj fl gUt GL 6 

SbereiiiBtiiiiiDeDd 



für e <'/»;/ Gl. 7, flir e 



2? 



FDr 



Für 



'/»flgiebt GL 6:.-s- =-g-//-. der Ponkt .1 (Fig. 22fi) bleibt 
'/a^ über dem Boden. 

i/ji/ giebt GL 7: —^ ^H; der tiefste Punkt A des nach 
'jtH unter dem Boden. 



unten fori^eeetzten Parnboloides liegt (Fig. 227) t 
ferner wird r^ : S? ^ "/a , oder r =; 0,»7v Ä . 

Befinden sich im Ge^se keine Flügel, setzt man aber das Gefaas selbst 
in Drehung nm seine lothrechte Achse, so nimmt der flüssige Körper nicht 
sofort an der Drehung TheiL Bei dem Fehlen jedes Reibungewiderstuides 
zwischen Geßiss und Flttasi^eit würde letztere durch Drehung des Ge^sea 
Ubethanpt nicht mitgenommen werden, würde vielmehr in Buhe verbleiben. 
Da aber in Wirklichkeit Beibnng stattfindet, so wird durch schnelle Drehung 
des Gefässes auch die Flässigkeit bald in nahezu die gleiche Drehgeschwindig- 
keit versetzt 

In den vorstehenden Beispielen worde eine bestimmte Flflssig- 
keitsmenge in dem GefSsse angenommen, so dass das Steigen am 
Umfange eine Senkung 



Fig. 228. 



der Mitte znr Folge haben 
mosste. Steht aber (Fig. 228) 
die Mitte des Bodens des 
cjlindrischen GeCUaes , in 
welchem das Wasser durch 
Flügel in Drehung um die 
lotfarecbte Äcbse de» Gefässes 
versetzt wird (die Flügel 
sind in der Figur fortge- 
lassen), durch eine BShre 
mit einem grosseren Qet^sse 
in Verbindung, so wird der 
Punkt A mit dem Wasser- 
spiegel SC in gleicher Hohe liegen müssen, wenn das Wasser im 
Verbindungsrohr in Bube bleiben soll. Bei einer Umfangsgeschwindig- 
keit V des Wassers am Bande wird dann dessen höchster Punkt D 




ov Google 



Zweite AbtheiluDg. A. Gleichgewicht flüEsiger Körper. 



um z = ^ fiber BC liegen, so dass die Vorrichtung ein Mittel 

darstellt, Wasser zu heben. Brin)^ man etwas unterhalb I> einen 
tfberlaaf an, so hat man eine Art von Kreiselpumpe. Doch genagt 
die Geschwindigkeit v =Y'lgz noch nicht z-u deren Betriebe, d. h. 
zur Bewegung des Wassers durch die Pumpe hindurch, sondern 
nur zum Halten des Wassers im gehobenen Zustande. Für den 
Betrieb, fQr wirkliche Wasserförderung würde eine grössere Ge- 
schwindigkeit V erforderlich sein, deren Entnickolang aber ober den 
Rahmen dieses Buches hinausgeht. 

In den Druckverhältniisen des flüssigen Körpers wird dadurch 
nichts geändert, dass man in Fig. ' 
schiebt, sie mit dem GefSasmantel 
fest verbindet und den darüber 
befindlichen Theil des Oeßsses 
und der Flüssigkeit fortnimmt 
Es entsteht dann eine Vorrich- 
tung (Fig. 229), bei welcher der 
am umfange herrschende Druck 
sich dadurch bemerkbar machen 
wird, dass das Wasser in einem 
seitlichen Rohre sich bis D Aber 
das Unterwasser erbeben wird, 
wenn v = V'^gs gemacht wird. 

Der starke Druck, der sich durch grosse Umfangsgeschwindigkeit 
erzeugen lässt, findet Anwendung bei 
den Schleadermaschinen (Cen- 
trifugen), welche zum Auspressen 
des Wassers aus nasser Wäsche, des 
Saftes aus Zuckenüben-Brei n. dgl. 
benutzt werden. Bei diesen Ma- 
schinen (Fig. 230) wird der innere, 
mit durchlöcherter Wandung ver- 
sebene Cylinder durch eine von 
unten mit ihm verbundene Welle \ \ !l 

in so schnelle Drehung gesetzt, dass \ ^ 

von der paraboloidischen Oberfläche "^ *- 

nur ein kleines, sehr steil ansteigendes Stück zur Ausbildung 




Fig. 



-r-J 
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gelangt. Als flüssigen Körper wollen wir uns Rabenmasae denken, 
welche den schraffirten ringförmigen Körper bildet, der annäherungs- 
weise als ein Bing von der Wandstärke B — r angesehen werden 
kann. Der drehbare Cylinder ist von einem festen Gehäase um- 
geben, in welches der Saft durch die Offnongen des Mantels 
eintritt Der Druck an dem Punkte P beträgt 

P = r\j-—M oder 



weil (nach Gl. 8, S. 197) A = - — -5-^0, 
ig ig Je 

v' M' — r' 

Der stärkste Druck am unteren Kande ist noch um V*r^ grösser. 
Doch ist dieser Unteracbied unbedeutend. 

Ist b die Höbe der Trommel, so beträgt das Grewicht der 
eingefailten Rflbenmasse Q = t {R- — r^) ^b, so dass 

^ ^B^nb2^ 
geschrieben werden kann, oder, wenn man den Inhalt der ganzen 
Trommel R^nh = V setzt. 

Der Druck ist also mit d«* Ladnng Q der Trommel verbältnisgleich. 

Beispiel: FOr eine Schleadermascirine sei A = 0,i", j* — O,»!", die 
Ladung C = lßO kg, der Rauminhalt rs=0,(2n- 0,i = 0,ae3'!T)m. Die Maschine 
inaclie 1000 Umdrehungen in der Minute, dann ist v ^= '/i ■ 314 = 52,3 "/lek. 
mit ^=140>» und y = -j^ ■ 140 = 57000 kg/,. = 5;ike/,em = 5,7 •». 
Die Wandnsg der Trommel musB also einen inneren Dnicli von ^,^ •' aushalten. 
Das Mantelblech erfährt eine Spannung 17^=^1 + 0^, worin iti^^Ij-i^^ 
(b. S. 95, GL i) durch die eigene Masse des Bleches, "i^p-r (s- S. 166, Gl. 2) 
durch dan innem Drucky entsteht Ist /■, =7800kg/(bm, J=^5'»™^=0,i)iis™, 
■0 wird 

<fj = 2-7800- UO = 2184000 

ffj = 57000 -100 =5700000__ 

ff = 7 884000kg/,m 
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oder a^ 7S8>t. Diese erliebliche ADspuiDiiDg macM ee erklSrlicb, dass der- 
artige Schlendenaaschinen in Shnlicher Weise wie DunpfkeEsel einer sorg- 
ßltigen Überwachung nnterliegen; besonders niosa mit BQcbsicht auf Gl. 8 
eine Übedadnng (za groMes Q) rermieden werden. 

3. Gleichgewicht gasfSrmiger FlUssiglceiten. 

Während tropfbar flüssige Körper nahezu unveränderlichen 
Kauminhalt zeigen, ist der Rauminhalt der Gase in hohem Mafse 
Teränderlich. Wie man das Verhalten elastisch-fester KOrper mit 
Hfllfo von Elasticitätsgesetzen benrtheilen konnte, so giebt es tür 
Qase einfache Gesetze, denen ihr äusseres Verhalten unterworfen ist. 
Eine Änderung des Bauminhaltfis einer Gasmenge kann erfolgen 
durch eine Änderung seiner Temperatur oder seines Druckes (oder 
beider); die Beziehung zwischen diesen Grössen heisst die Zustands- 
gieichung. 

Es empfiehlt sich, die allgemeinen Gesetze über die Baum- 
änderong auf eine bestimmte Menge eines Gases, nämlich auf 1 ^ 
zu beziehen. Der Baominhalt, den 1 ^ eines Oasea in irgend einem 
Zustande einnimmt, beisst der Einheitsraum oder das specifische 
Volumen and wird mit v bezeichnet. Die Dichte, d. h. das 
Gewicht von 1 •'™ wird auch hier mit y bezeichnet. Da nun Dichte 
mal Rauminhalt gleich dem Gewichte ist, so wird das Gewicht d» 
Einheitsranmes v sein jv, und dies muss = 1 ^ sein, weil v ja die 
Raummenge von 1*» war. Somit ist 
1) yv = 1 ; V = \ -.y. 

a) Der Boyle-Mariotte'sehc Satz. 
Bei gleichbleibender Temperatur ändert sich die 
Dichte eines Gases rerhältnisgleich mit dem Drucke, 
der Einheitsraum also umgekehrt yerhältnisgleicb mit 
dem Drucke. 

Beziehen sich p, , v,, ]-i auf einen Än^ngszostand, p, v, y auf 
einen anderen Zustand, so ist zufolge der Erfahrung 
y p Vf 

oder es ist pv = — eine unveränderliche GrGsse, solange die 
Temperatur unverändert erbalten wird. 
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Dies Verhalten der Gase ist von) Engländer Boyle (geb. 1626 
zu Lismore (Irland), gest 1691 zu London) im Jahre 1662 entdeckt, 
1679 von dem Franzosen Uariotte (geb. 1620 zn Bourgogne, geai 
za Paris 1684) durch viele Versuche bestätigt worden and wird 
meist nach Letzterem benannt. 

Wird also ein Gas auf '/s seines ursprfinglichen Raumes 
zusammengedruckt, mithin seine Dichte um daa Ffinffache rer- 
grCssert, so erhöht sich sein Druck ebenfalls auf das Fünffache — 
jedoch nur unter der Voraussetzung, dass das Gas nachher dieselbe 
Temperatur zeigt wie vorher. In den meisten Fällen findet beim 
Zusammendrücken eine Temperatur-Erhebung statt, in Folge dessen 
der Satz dann nicht gültig ist. Nur wenn man durch besondere 
Vorkehrungen die Temperatur -Änderung verhindert, darf der Satz 
zur Anwendung gebracht werden. 



b) DnickTerhältnisse der Atmaf^hXre bei Itberftl] 
gleicher Temperator. 

Die Atmosphäre übt auf alle mit ihr in Berührung befind- 
lichen KSrper einen Druck aus, der in der Hohe des Meeresspiegels 
im Mittel po = 10333''Vq<ii beträgt. Man kann sich 
hierron überzeugen, wenn man {Fig. 231) einen Kolben 
in einem CjHnder vom Querschnitt F bei geöffnetem 
Hahne h abwärts schiebt^ bis sämmtliche Luft unter 
dem Kolben entfernt ist und dann nach Schliessung 
des Hahnes den Kolben in die Höhe zu ziehen versucht 
Es setzt sich dem , abgesehen von Beibungswider- 
ständen, ein Widerstand K = poF entgegen, der nur von der 
Wirkung der Luft auf die obere Kolbentläcbe herrühren kann. 
1 «*" Luft hat bei diesem Drucke pn i""^ '^^i 
0" C. ein Gewicht rn = 1,293^. 

Ebenso wie im Wasser muss auch in der 
Luft der Druck nach oben hin abnehmen, aller- 
dings nach einem anderen Verhältnisse, weil die 
Dichte der Luft veränderlich ist. Betrachten 
wir eine Luftsäule von 1 1-" Querschnitt, die 
vom Meeresspiegel lothrecht in die Höbe sich 
erstreckt, so kann man nach S. 159 auch auf 



Fig. 231. 



Fig. 232. 



-. ** f- 



V 



diese (Fig. 232) die Oleichgewichts-Bedingungen für starre Körper 
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anwenden. Idt p der Luftdrack in einer Hohe z über dem Meeres- 
spiegel, so wirken an der Luftsäule von der BOhe s die lothrechten 
Kräfte po> P Q'xl das Gewicht Gr\ die Seitendrficke kommen nicht 
in Fn^e, wenn wir p berechnen wollen. Es ist demnach 

1) p=p„_G. 

Wäre die Dichte überall 7-0, so könnte man G = y^z setzen; dies 
ist aber hier nicht zulässig, weil mit p auch r nach oben hin ab- 
nimmt Die Diff'erentiation der Gl. 1 nach z giebt 

dp dG 

d: dz ■ 

Kennt man y die Dichte der Luft in der HShe z, so ist dO das 
Gewicht eines Hohentbeilcfaens dz der Säule, daher dG^ydz. 
Hiemach wird 

2) dp = —rdz. 

Weil nun nach dem Boyle'schen Satze r'rii= p'-Pa^ so folgt 

dp = — — pdz, oder 
Po 
wenn man behnfs der Integration p mit dp auf diwelbe Seite der 
Gleichung bringt, 

^ = -I±dz. 
P Po 

Die Integration dieser Gleichung ergieht: 

l{p)=-^z + C. 
Po 
Kennt man p, und p^ die Atmosphärendrücke in den Hohen Zi 
und Z2 über dem Meeresspiegel, so wird 

\P2' Po Po 

oder der Höhenunterschied k = zj — zj, der dam Verhältnisse 
Pi :p3 entspricht: 

Diese Formel kann zum barometrischen Höhenmessen benutzt 
werden, freilieh nur als erste Annäherung, weil darin Überall gleiche 
Temperatur der Luftsäule angenommen ist Für 0" C. ist 
Po:ro= 10333 : 1,293 = 7992°, 
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wofOr man mit genQgender Annäherung 8000" schreiben darf. 
Will man sich Bri^scher Logarithmen bedienen, so hat man, weil 
der natflrlicbe Log. grosser \st als der Briggische, anf der rechten 
Seite noch den Faktor 2,302 59 = 110 hinzuzufügen nnd erhält rund 
4) A = 1 8 400 {log pi — log pj) . 

Es ist für die Anwendung der Gleichung nicht erforderlich, 
dass die beiden Punkte, deren H{}henunterschied man ermitteln will, 
in einer Lothrechten liegen. Die Gleichnng 
ist ebenso gut auf die Punkte A und B ^'^- '^^^■ 

(Fig. 233) anwendbar, wenn nur zwischen V"^ 

beiden ein schräges Luftprisma gleicher / i 

Temperatur im Euhezustande sich befindet. / i 

Der Luftdruck wird bekanntlich mittels / ; 

Barometers durch eine Quecksilbersäule / | 

ausgedrückt Da der Luftdruck mit jener / ^ _.._* 

Säule verhältnisgleich ist, so kann man in 

dem Verhältnisse p^-.p^ anmittelbar die Barometer-Ablesungen 

anstatt der Drücke benutzen. 

Beispiel I: Es sei p, =^ 749,i mm, p.^ ^ 693,i k"» Quecksilbersäule, daim ist 
Ä = 18400 (log 749,1 — log692,t) = 628", 
Spät«r (S. 214) werden wir dasselbe Beispiel mit Bücfcsicht auf verscbieden« 
Temperatuien in A und S bebandeln. 

BeiBpiel 2: Anf S. 8 wncde fBr die Atmosphäre der runde Werth 
1 ^/qcm = 1 000 kB/qm eingeführt Es soll mittels der Gl. 4 berechnet werden, 
in welcher Höhe über dem Meete dieser Druck bei 0° C. etwa stattfindet. 

A= 18400 Oog 10333 — log 10 000} = 264», 
d, i, etwa die Höhe von Ilsenbui^ am Fusse des Brockens (s. 1. Theil, S. 94). 

Zu einem Höhenunterschiede A = 1 00 " gehört nach Gl. 4 eiu 
Werth 

oder p, :j)2 = 1)012&9. In dem gleichen Verhältnis ändert sich 
auch die Dichte, d. L etwa nur um '/so. Man kann daher für alle 
Fälle, bei denen es nicht anf grosse Genauigkeit ankommt, für 
Luftsäulen bis zu 100 '^ die Dichte als überall gleich betrachten. 

Mit überall gleicher Dichte y= 1,>m gerechnet, würde anf 100 ■» Höho 
ein Unterschied des Lnftdracks von 1 29,g ^/q« sich ergeben , also , wenn 
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pi ^ 10333, wQräe p, ^ 10204, mit einem VerbfiltoiBM l.viiai, welche« von 
dem obigen gennueien Werthe nur sehr wenig abweicht Diese Übereiostimmong 
hängt BDcb damit zusammen, dass in der Keihe 

ffir kleine x einfach 1(1 -\- x) =^ x, alEO, wenn ;>, : p, nur wenig von I rer- 
schjedeu, 



gesetzt werden kanii, womit dum, wenn man p, ^ p„ setzt, Gl. S wird 
^=PlPl^Zll=P«SLPl (annfihernd). 

ro Pi Ti 

e) Auftrieb der Lalt. Luftballon. 

In genau derselben Weise wie bei einem Ton Wasser um- 
gebenen EOrper ergiebt sieb aucb fBr die von der Luft umbüllten 
Körper ein Auftrieb der Luft, gleich und entgegengesetzt 
dem Gewichte der verdrängten Luftmaase. Qenan 
genommen , muss bei der Ermittelung des Gewichtes und des 
Schwerpunktes der verdrängten Luftmasse auf die Veränderlichkeit 
der Dichte Rücksicht genommen werden. Hat aber der verdrängende 
E9rper keine sehr grosse HShenaoadehnung, so kann man nach 
S. 205 fftr seinen Bereich die Dichte 7- der Luft meist als überall 
gleich ansehen und den Auftrieb 
1) A = rV 

setzen, wenn V der Rauminhalt ist 

Wägt man also von Luft umgebene ESrper (Fig. 334), so 
wird, wenn . der Zeiger der Waage auf Null steht, dadurch nicht 
die Gleicheit der wahren Gewichte und 
somit der Massen beider Körper, son- ^8- ^^'*- 

dem die Gleichheit der scheinbaren | * i 



Gewichte (s. S. 185) bewiesen. Auf *"• ». ' 

der rechten Seite wiikt auf die Waage ' * 

Qi ~ ^i — T^ir iiuf der linken Seite 

Qj = ßj — yV^ . Ist Fj > Fl , so 

muss <?2 > ^1 sein, wenn Qi = Q^ 

ist Bringt man die Waage anter 

die Glocke einer Luftpumpe und vermindert darch allmähliches 

Auspumpen der Luft die Dichte ;-, so wird Q^ schneller zunehmen 



(|) [] 
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als Qy, der ECrper von grCsserem Rauminhalt und geringerer 
Dichte also siuken. 

Beispiel: Ein Körper von Holz (r^ ^ 750 k'/ckn) werde in der Luft mit 
Mnem Geiricbtstücke von Eisen (/-, = 7500) bo abgewo^n, dass der Zeiger der 
Wat^e aaf Null zeigt Welches ist das Verbfiltnis der beiden Hassen? Die 
Wai^ beweist 

r, (7500 — I,») = Fj (750 - 1,»), 

nenn man die Luttdichte y ^^ l^ setzt Daher ist 

F;750 _ 7,500 — 1,3 _ 
Ki7500 ~ (750 — l,s)10 ^ ''"'"" 

In diesem Verhältnis ist die Masee des HoUtörpers grösser als die des Gewicht- 
itQckea. Bei feinen Wfigongen towb daher, beeonders bei sehr leichten Körpern, 
die aagenblickliche Dichte der Luft berücksichtigt werden. 

t 
Lnftballon. Ist das Gewicht eines Kßrpers kleiner als der 
Auftrieb der umgebenden Luft, so tritt an die Stelle des schein- 
baren Gewichtea eine Steigkraft K= yV — Q. Bedeutet Fden 
Banminhalt eines mit leichtem Gase von der Dichte y' (bei 0* C. 
und mittlerem Atmosphärendrucke p« = 10333'*/qn) gefüllten 
Ballons, so wird, wenn das Gewicht der QasföUung ^-'F besonders 
eingeführt und Q das Gewicht aller übrigen Tbeile (Hülle, Tau- 
werk, Gondel, Ausrüstung, Besatzung, Ballast) ist, deren Baum- 
inhalt gegenüber V vernachlässigt werden darf, die Steigkraft bei 
der Stellung dicht über dem Erdboden 

Ko = v{r-r')-^- 

Beim Steigen nimmt der Druck und die Dichte der Luft ab. Wäre 
der Ballon fest geschlossen und undehnbar, so würde die DicbtA ;*' 
des Gases unverändert erhalten. Es bliebe dann aber, wenn wir 
überall gleiche Temperatur in der Luft annehmen, der innere Druck 
so gross wie 7.u Anfang, d. h. grösser als der verminderte äussere 
Luftdruck. Einem solchen inneren Überdrucke darf man aber wegen 
der Gefahr des Zerreissens den Ballon nicht aussetzen. Deshalb 
wird an der Hülle des Ballons ein Sieherheits -Ventil angebracht, 
welches so eingerichtet ist, dass es den Druck im Inneren nicht 
erheblich über den Aussendruck steigen lässt. In Folge dessen 
wird dann auch die Dichte des Gases sich in gleichem Verhält- 
nisse mit dem äusseren Druck ändein. 
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Beträgt der LuRdrnck am Boden pi , in eioer Höhe A aber p^, 
so wird in dieser Höhe die Steigkraft noch sein: 

3) K=vir-r) 

n 
Die Steigkraft hütt auf, wenn 

Vir — r')— = Q oder 
Pi 

Pi^ZksziX 

P2 Q 

geworden ist. Dem ent^richt bei einer Überall gleichen Temperatur 
von 0" C. eine Steighöhe (Gl. 4, S. 205) 

Beispiel : Ein Ballon von 700 ctm Banuiiiihalt werde mit Leuchtgas von 
der Dichte ;•' = 0,« geflUlt Das Gewicht der Hülle, des Tanwerks, der 
Gondel, der AusrOstong, des Ballastes nnd der Besatzmig betrag Q ^ 500 ^, 
dann ei^ebt sich die Steigkraft Aber dem Erdboden zn 

Ka = 700(1,1. — 0,«) — 500 = 881g. 
Diese Grösse bat die Spannkraft des Haltetanes, welches den Ballon am Boden 
festhält Die Steighöhe des Ballons wird 

A= IB4001og '^''~~ -. y - '^ - 

= 18400 logl,iii= 1295". 
Bei Füllung mit Wasserstoff 0" = 0,m) wird Ka = MOis, ^ = 4146". 
(Vgl. a. S. 215.) 

d) Satz von day-Lnssac. Znstandsgleichnng der 
ToHkommeneii Gase. 

Der Satz dea französischen Physikers Qay-Lussac (geb. 1778 
za Leonard, gest 1850 zn Paris), aufgestellt im Jahre 1802, be- 
zieht sich auf die Ausdehnung der 
Gase durch Temperatur - Erhöbung Fig. 235. 

bei gleichbleibendem Drucke. 

Wird 1 ^ Qaa von 0» C. Tem- 
peratur, vom £auminhalte vq und 
dem Drucke p^ (Fig. 235) auf 
t" C. unter gleichbleibender Kolben- 
belastuDg, d. h. gleichbleibendem Drucke p^ erwärmt, so erfolgt eine 



F7^ [ I p^ 
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Ansdebnung auf den Einheitsratim v, , und es ist das Ausdehnongs- 
Verhältnis 

1) ürzJ^o^ai oder V, =«0(1 +a*). 

worin a, die Ausdehnungsziffer, nicht allein fflr ein be- 
stimmtes Gas nnreränderlicb ist, sondern sogar f&r alle Oase den- 
selben Zahlenwertb 

a = 0,003665 = 1 : 273 

bat In der Gleichnng 1 liegt der Satz von Gay-Lossac, dass die 
Ansdebnung eines Gases verbältnisgleich der Tempe- 
ratnr-ErbOhung ist. Verstärkt man nun den Dmck des Gases 
dorcb ErbSbnng der Eolbenbelaatung auf p, so wird der Einbeits- 
ranm sich aaf v vermindern, und wenn man diese Ändenmg kflnst- 
licb so regelt, dass bei ihr keine Ändening der Temperatur des 
Gases erfolgt, so gilt för sie der Boyle^sche Satz 

2) « : «1 =. Po : p . 
Verbindet man die Gl. 1 und 2, so entsteht 

pv = Po "0(1 + «') =PoVo'^[- + ']. 
oder mit Einführung des Zablenwerthes fAr a 
y.- £0(273 + ,). 



Bei einem bestimmten Drucke po und einer Temperatur von 0" C. 
hat nun 1 ^ eines Gases einen bestimmten Baum vq , daher ist 
po^o : 273 für ein bestimmtes Gas eine gegebene Grösse, die mit R 
bezeichnet wird, so dass 

3) pv = Ä(273 + 0- 

FOr t = — 273 wird die rechte Seite and somit pv = 0, also, da 
der Baum von 1^ Gas nicht wohl Null werden kann, p = 0; d.h. 
bei einer Temperatur von — 273 " C. würde der Druck p und somit 
das Ausdebnnngs - Bestreben des Gases aufhören, wenn die Er- 
fohmngssätze ron Bojle und G&y-Lass&c noch für Wärmegrade, die 
von den Temperaturen der Versuche so weit entfernt liegen, gültig 
wären. Diese Temperator — 273" C. nennt man den absoluten 

Regk, Haohulk. IL U 
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Nullpunkt und bezeichnet die nach Gelsius-Qraden von diesem 
Knllpunkt aus gezahlte Temperatur 

4) 273 + « = r 

als die absolute Temperatur. Man erhält die absolute Tempe- 
ratur eines EOrpers in Celsius-Graden, indem man la seiner vom 
Gefrterpunkte des Wassers aas gezählten Temperatur t in Celsius- 
Graden 273 hinzuzählt Dem Gefrierpunkte des Wassers ( = 0" 
entspricht die absolute Temperatur 7" =273". 

Mit Gl. 4 erhält nun Gl. 3 die überraschend einfache Form 

5) pv=^ItT. 

Diese Gleicbnng heisat die Zustaudsgleichung der Gase. 
Sie gilt ITir die Gase ziemlich genau, so lange sich dieselben weit 
vom VerflOssigungspunkte befinden, während in der Nähe desselben 
lieh erhebliehe Abweichungen zeigen. In den folgenden Anwendungen 
auf Luft und andere Gase setzen wir eine vollkommene Gültigkeit 
der Gl. 5 voraus und nennen die Gase in diesem Sinne vollkommene 
Gase, indem wir uns vorstellen, das Gas sei unendlich weit von 
der Verflüssigung entfernt. 

Den Festwerth B findet man, indem man Gl. 5 auf einen 
bestimmten Znstand p, v, T anwendet Da nun trockene atmo- 
sphärische Luft bei (=0" C. oder ?"= 273" und bei einem 
Drucke p^ = 10333 '«/«m eine Dichte To = 1.293, daher einen 
Einheitsraum vg = 1 : 1.293 hat, so wird für trockene Luft 
j;0333__ 
■"- 1,293-273 -^^'^'■ 

Wird eine Luftmenge fest eingeschlossen, so dass sie sieh nicht 
'lusdehnen kann, so muss v unverändert bleiben. ErhQht man nun 
die Temperatur, so muss nach Gl. 5 der Druck p verhältnisgleich 
der absoluten Temperatur sich ändern. 

War zu Anfang T^i = + 273, nachher 2"= 100 + 273 = 373, 
so wird 

i = III =1.3... 
Pi 273 

Hatte die Luft ursprünglich den Atmosphärendruck, so wird sie 

nach ErhCihung der Temperatur um 100" einen Druck von 1,366 

Atmosphären ausüben. Hierauf beruht die Heissluftmaschine. 
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Bleibt die Luftmenge aber demselben Druck nntenrorfen, so 
wird sie bei einer TemperatnrerhShnng sieb ausdebnen, a. zv. wird 
nach Gl. 5 der Einheitsraam mit der absoluten Temperatur verhSItnis- 
gleich sich ändern. 

Bei einer Temperatur-Erhöhung von + 273 auf 100 + 273 wird 
also V auf das ],3öö fache wachsen. Betn^ die Dichte ursprünglich 
7-, = 1,293, so wird sie abnehmen auf y = 1,293: 1,366 = 0,0466. 
Auf dieser Verd&nnung der Luft durch Erwärmung beruht bekanntlich 
der Luftballon Ton Mongolfier (1783), sowie das Aufsteigen warmer 
Luft in kalter. 

e) Barometrisches EShenmessen. 

Der Grundgedanke davon ist schon auf S. 205 behandelt 
worden. Die dort entwickelten Gleichungen setzen überall gleiche 
Temperatur von 0°0 voraus. Hier soll nun auch der EinäuBS 
einer veränderlichen Temperatur berücksichtigt werden. 

Für ein Lufttheilchen von der Höhe dz galt die Gleichgewichte- 
Bedingung (S. 204, Gl. 2, Fig. 232) 

dj? = — ydz, oder, w^en g 

_! = _£_ 
^ V RT 

<GL 1, S. 202 and Gl 5, S. 210) 

Das Gesetz, nach welchem die Lufttemperatur 
T zwischen zwei Punkten A und B (Fig. 236) sieb ändert, ist nicht 
genau bekannt; wir nehmen dafür als genügende Annähernng eine 
lineare Gleichung 

2) T,-T=Tiz-0,) 
an; darin bedeutet 

3) ._ILziÄ 

^2 — Zi 

die Temperaturabnahme nach oben auf 1 " HShe. Es wird nach Gl. 2 
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Setzt man diea in Gl 1 ein, so entsteht 
dp _ 1 dr 
p " Bt T ' 
mithin wenn man swiachen den Grenzen p^ and pi bezw. T^ und 2} 
int^rirt: 

oder nach QL 3 und 4: 

» - '! — «1 = ; ü(r, — n)ij,^_ij,,- 

Fflj das Verhältnis der natfirlichen Logarithmen kann man das 
der BriggischCD setzen, also 

5) '--"(^'-^»hogri-iogr,- 

Fflr trockene Lnft wnrde anf a 210 der Festwerth M = 29,27 
ugegebra. Fflr feuchte Luft bleibt diese Zahl nicht mehr gfiltig. 
Für mittlere Verhftltnisse Dentachlands kann man in obiger Formel 
jB = 29,37 setzen. 

AnsUienin^-Reehniiiig: Gewöhnlich behandelt man beha& 
barometrischen HOhenmessens die Temperatur der Luftsänie nicht 
als veränderlich, sondern als flberall gleich dem Mittel ans oberer 
und unterer Temperatur, setzt in Gl. 1 (S. 211) 

T='/i(Ti + Tj) 
and bekommt leicht 



■«) 




h = 


^^'(^) 


= ür- 2,302 585 (log Pi- 


-logft) 




nnd mit B - 


29,37 








^) 






h = 67,63T(logi., -logfj). 








Dl« 


L«g»ilto>.n bun. 


mnn nach Babinet in folgender Weise 


QH 


Fonnel entfeinei 


; Man setit 










f. 


2p, 


lp,+P,- 


P,, P1+P.+P1-P. 


■+lf^ 


P% 




P* 


Sp. 


2P.+Pi- 


Pi Pi+Pa-Pi + Pi 


'-^F 


V* 
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Kim ist bekamitlich 

.(i±|) = .(. + ^ + ^+...) . 

oder, «etm man noi das eiste Glied benntzt^ ^ 3 « . Sonach wird annähernd 



Pii 



= 2Är^ 



= 58,nr- 



Pl—pi 



Pl+Pt' 

Fahrt man statt T die gewSfanlicbe Temperatur ST3 4- 1 ein, so ergiebt sich auch 

fi = 58,14 (273 + ^7^ , oder 

/,= 1G036(1 +0,»M«»n) ^' 7''' 
Pi +ft 
und abgenmdet, mit genügender Genanigkett 

8) A= 16000(1 +0,»wt) ?' - 7^ . 

Pi +Pj 

BcrKeksiclitigniig der VerSnderliclikeit der Schwere. Während 
in der Nähe der Erdoberfläche das Gewicht von 
l=k»Luft7-=-^ ist, beträgt es in grosser *^.f"' 

Hohe, wenn man seine Entfernang vom Mittel- 
panüe der Erde z und den Erdhalbmesser r 



nennt (Fig. 237), r = ;^ ^ (s. Theil I, S. 57). 
Daher wird aas GL 1, S. 211: 
dp 



Ist nun zi 



BT ' 


d! dp 

,■>• p 


r' dz 
BT t'' 


also 


^(S) 


BT Kit 


~7,)''bt 


22 — «1 


= 1-, J, 


— 2, =*, 


»folgt 




(s)= 


r» h 


h 


1 


BTr{r+h) ^^hBT' 




h 

1 + r 


"^'{f)- 





»Google 



214 Zweite Abtheilong. A. Gleichgewicht fl&sBiger Eörpei. 

Der Vergleich mit Gl. 6 (S. 212) zeigt, dass die rechten Seiten 

ftbereinstiiDmen, dass nar links k darch r- ersetzt ist, was aber 

r 
w^en r = 6370000 meist von h nicht wesentlich abweicht 

Beiipifll 1: Es sei wie in dem Beispiel anf S. 2Qä; am unteren Pnnkto 
Pj ^ 749,1 "■, am oberen p^ ^ 693,; »■■, ausserdem aber die Temperatoren 
nnten ii = H,4, r, = 287,«, 
oben (, = 10,«, T^ = 283,«; T, — Tj = 3,i; 
dann wird nach GL 5 

h - 29,« 3,1 i„g287^,_i(,g288,. " ^"'' 
(ge«en 628 ■ für (, = ij = 0) . 
Gl 7 (S. 212) liefert mit 

T = Vä (287,t + 383,.) = 285,. . 
h = G7,.! ■ 985,1 aog 749,1 - log 692,1) = 657,1 » . 
mithin fast dasselbe wie vorstehend. 
GL 8 liefert mit ( = 12,i»: 



d. h. etwa 1 m zn viel, was aber bei der sonatigen ITneicherheit dieses Mess- 
vei&hrens nicht erheblich ist 

Ans GL 9 endlich wird in Verbindung mit dem fl^ebnisse der Gl. 7: 



^ 6370000 

4 -iMm) = '"■'• '■'^ 

Ä = 657,«». 
Beispiel 2: Steighöhe eines Luftballons mit Bäcksicht anf 
die Veränderlichkeit der Temperatur. Sind ^, nnd ;■[' die Dichten 
der AuBBenloffc und der Füllung am Erdboden, wo der Druck und die Tempe- 
ratur p, und T, betragen ncd beziehen sich /-<,, r^', pa nnd T^ auf die Grenze 
der Steighöhe h, so gilt fBr letztere die Bedingung 

Wir nehmen an, dass im Ballon dieselbe Temperatur und derselbe I>ruck 
herrsche wie aussen. Dann ist nach der Zustandsgleichnog (S. 210) wegen 
y= l : V, wenn B' der Festwerth fllr die Gasfällung, 

_ __Ej_ r'— ^_ 
'' Ar,' " äTj' 
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- (r, - r,') 



fiü 



darMis 



Setzt man dieseD Wetth in Ol. 4 (S. 21S) ein, so entateht 
Slam folgt kg - '''■" ''■'' = log ( J^) (^ - l) oJ" 

Ar 
Hierdurch ist das VechältnU der Temperatnren onteD und an der Grenze 
der Steighöhe bestimmt. Kennt man nun die Temperaturabnahme t anf I ■> 
Höhe, so ist 
U) K^T^ 

Ist nach S. 208 r=700, ;-, = 1,:», ;-,■ = 0,«, r(;-, —;-,') = 588, 
Q ^ 500 and ninuut man aof 100>° eine Abnahme der Temperator um O,»", 
d. h. T ^ 0,00», ß ^ 29,51 an, so wird 

&\. 

200 



'°M?;'I= 300 _^ '»ei.m "»•! r.= 



Betragt nnn die Temperatur unten r, = S83, so wird hiernach r, = 375,i, 
r, — Zj = 7,0°, mithin 

A = 7,g -900 = 1380 ■«. 
Eine etwas unrichtige Schätzung von r beeinänsst das Ergebuis nicht sehr, 
well r sowohl in GL 10, als anch in Gl. II vorkommt Mit r ^ 0,i»« wird 
z.B. h = 1608"", also wenig verschieden. — Zur Erleichterang derartiger Bech- 
nnngen dienen Jordan 's Barometrische Hohentaf ein. (Hannover 1896. Helwing). 

4. Gleichgewicht zwischen tropfbaren und gasftfrmigen 

Flilssiglceiten. 

a) Barometer. Druckmesser. 

Die Atmosphäre Übt in der Hßfae des Meeresspi^ls einen 
Druck Po = 10333^/4. aas, also auch auf die Oberfläche einer 
mhenden Flüssigkeit. Dieser Druck p,j kann durch das Gewicht 



ov Google 



216 Zweite Abtheilung. A. Gleichgewicht äiaägei Eörpei. 

einer Flüssigkeitssäale von der HObe Aq = J*» ^ T ersetzt werden, 
worin j- die Dichte der Flflasigkeit ist. Für Wasser ist 7* = 1000, 
daher 

Ao= 10,333"'; Fig. 238. 

d. h. eine Wassersäale von 10,333" H&he drflckt 
dnrch ihr Gewicht ebenso stark wie die At- 
mosphäre. 

Wird in dem rechtsseitigen, oben geschlossenen 
Bohre (Fig. 288) der Wasserspiegel um Ag erhßht 
und die darQber befindliche Lnft entfernt, so wird 
Oleichgewicht in der Flüssigkeit herrschen, dem -1 ft. p- 1 
Atmosphärendrucke p^ links wird dnrch die L—l 

Flüssigkeites&nle Hq das Gleichgewicht gehalten. 
Besteht die Flüssigkeit ans Quecksilber mit j- = 13600, so wird 

Der mittlere Atmosphärendrack am Meeresspiegel entspricht also 
einer Qnecksilbersllule von 760™. Jede Ändernng des Lnftdruckes 
giebt sieb durch Ändernng von Ao zn erkennen. Darauf beraht 
das Barometer (von ßae^Sr schwer). 

Die im Maschinenwesen eingefObrte Atmosphäre von 10000^/,b 
entapricht 10000: 13600 = 0,735'" = 735™ Quecksilbereftule. 

An der Wettersänle zn Hannover, welche 57° über dem 
Meere liegt, ist bei überall gleicher Temperatur von 10° G. der 
Druck P2 nach GL 7 (S. 212) zu berechnen. Setzt mau darin 
A = 57, T= 283, pt = 760, ^ig. 239. 

80 wird 
log P,- log 760-^^^ 

und daraos p^ = 754,8"'". /^ ^v 

Druckmesser (Manometer, f ^ \ 

Ton ftavög, dünn). Wie man I pj— p 

den Atmospharendruck durch eine \ J I — 

Flüssigkeitss&ule misst, so kann ^v ^/ 
man auch die Fressongen anderer 

(tropfbarer oder gasfCirmiger) Flüssigkeiten dnrch im Gleichgewichte 
b^ndliche Flfissigkeitssäulen messen oder mit dem Atmosphfiren- 
dracke vergleichen. 
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Soll der Druck p des in dem Behälter B (Fig. 239) befindlichen 
Dampfes oder Gases gemessen werden, so verbindet man mit dem 
Behftlter einen oben bei A offenen Drnckmeaser. Dann wirkt bei A 
der Atmosphärendmck j^q, and bei C, in einer Tiefe z unter dem 
Flöfls^keiteapiegel bei A, ist der Druck 

p = Po + r^' 

wenn ;* die Dichte der Mesa&üssigkeit isi Setzt man noch 

Po = r^ot w kommt 

1) J>-Pa = r^ oder^^ = f. 

Pf) «0 

Nun ist p — pa der Überdruek im Behälter 5 gegen die Atmosphäre 
und (|> — p^'-Po der in Atmosphären ausgedruckte Über- 
druck. Jede Atmosphäre Überdruck (lOOOO*«/,«,) entspricht einer 
Quecksilbersäule von TSS"'; zum Messen von 10 Atmosphären ist 
daher eine Säule von 7,35'° erforderlich. Derartige Druckmesser 
eignen sich deshalb nicht f&r bewegliche, sondern nur für feststehende 
Dampfkessel. Bei ersteren benutzt man Federmanometer, die den 
Druck aus der elastischen Formänderung einer Geßsswand erkennen 
lassen. Die Theilnng solcher Federmanometer lässt sich aber nicht 
berechnen, sondern muss vielmehr durch Vei^leichung mit einem 
offenen Quecksilber-Druckmesser gefunden werden. Das Quecksilber 
befindet sich in einer EisenrOhre ; ein anf ihm schwimmendes Eisenst&ck 
ist durch eine Qber eine Bolle laufende Schnur mit einem in bequemer 
Hohe befindlichen Zeiger Terbunden, 
so dass man Hebung and Senkung des 
Qaeckailberspiegels aus der Bewegung 
des Zeigers zu erkennen vermag. 

Für geringen Überdruck, wie er 
z. B. in den Bohren fllr Leuchtgas 
herrscht, benatzt man Wasser als 
Messöüssigkeit und dr&ckt auch den 
'Überdruck nicht in •*, sondern in™" 
Wassersäule aas; 1 "■■ Wassersäule 



Kg. 240. 



ist gleichbedeutend mit 
mosphäre, da 



At- 




10000 
mit 10" Wassersäule gleichbedeutend ist; 



Wassersäule bedeutet daher - 
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Zum Messen von Drücken in Eondenaatoren, Fenerzögen, Schorn- 
steinen n. ig\^ welche kleiner sind als der Atmosphärendmck, dienen 
Minderdrack-Messer (Vakunrnmeter) (Fig. 240). Es ist 

p + r^ = Po< oci« 

Po—p = r^ und 
Po—p ^ ^ . 

Po K' 

letzteres ist der Minderdruck in Atmosphären. 

Zusammengesetzter Druckmesser geriDgercr Hilhe. Die mehr- 
fach auf nnd nieder gebogenen Bahren (Fig. 241} sind im unteren 
Theile (nnter AB) mit Qoeck- 
silber, im oberen Theile mit ^B- 241- 

einer leichteren Flüssigkeit, etwa 
Wasser oder Glycerin, gefüllt 
Bei gleichen Drücken in beiden 
oberen Geßssen steht das Queck- 
silber in allen Bohren bis zu 
der Wagerechten ^£. Wächst 
der Druck auf der linken Seite 
von pa auf p, wahrend rechts 
der Atmosphärendmck p^ wirk- 
sam bleibt, so senkt sich bei 
B das Quecksilber um z, steigt 

bei nnd bei A, sinkt bei D um das gleiche Mafs 
die Bohren von überall gleicher 
Weite sind, weil die Flüssigkeiten 
nicht zusammendrückbar sind. Diesen 
Zustand zeigt Fig. 242. Die oberen 
Gefässe werden als so weit voraus- 
gesetzt, dass ihre Elüssigkeitsspiegel 
nicht wesentlich schwanken. Die 
Dichte der schweren Flüssigkeit 
sei n- ^iß der anderen y. 

Bei Ai ist der Druck pi =pa 
+ ^tx, bei Dl der Drack p2 =P(, 
+ r'»+2ri«. bei Ci der Druck 

P3=p2~ 2rz => jJo + r« + 2 (n 




Fig. 243. 



/H W 



fl,:ft 



-?-)z, bei Bi der Druck 
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Pi — p3 "^ ^Ti^i im oberen , linksseitigen Geßläse der Drack 
P ^ Pi — rC^* + 2 i) = j^o + * (ri — fl^'t mithin ist der Über- 
druck in '': 

p — pa ^ ^(/i —y)^ _J^ r\ -' 
Po yxK ^ yJ K 

wenn h^ die ÄtmosphärenbOhe für die FlQssigkeit der grösseren 
Dichte /j ist. Man erkennt leicht, dass, wenn 2 n BOhren statt 4 
in mitsprechender Weise hinter einander geschaltet äind. 



P — Po ■ 



wird. 



För/i = l3600(Queck8ilber),?'= I000{Wa33er), / 

P-P'^ = fJ^^A 
Po 
Mit 2 n = 8 wird dann 



2"'^--T3;iJ735 = ^"793- 



, = £Z1£!L. 99-10. 

Po 

hier erfordert also 1 *' nur 99 "■ TheilungshChe gegen 735 ■" 
beim einfachen Druckmesser. 

b) Säugpumpe. Kreiselpumpe. Heber. 

AB (Tig. 243) sei der Wasserspiegel eines Bmnnens. In 
einem cylindriscben Rohre, dessen 
unteres Ende ins Wasser taucht, be- 
findet sich ein beweglicher dicht 
scbliessender Kolben. Der Druck des 
Wassers im Brunnen und in dem unter- 
halb des Kolbens befindlichen Thelle des 
Sohres ist am einfachsten zu berechnen, 
wenn man sich in der Höhe Ag über dem 
wahren Wasserspiegel einen Wasser- 
spiegel Ä^ Bi denkt, auf den kein Atmo- 
spbärendruck wirkt. Ist durch das Spiel 
der in der Figur nicht gezeichneten 
Ventile nach einer gewissen Zahl von 
Kolbenhüben die Lutt unter dem Kolben entfernt, so herrscht hier, 
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Ober AB, in der Tiefe h^ — z unter AjBi ein 



Fig. 2U. 



iD der Hohe . 
Druck 

1) Pi=y{ho—i). 

Befindet Bich oberhalb des Kolbena noch kein Wasser, so wirkt 
dort der Drack p^. Ist F der Querschnitt der RChre, so ist an 
dem Kolben eine aufwärts gerichtete Kraft 

2) K=(po-pOF = yFz 

für den Ruhezustand, sowie fUr langsame gleichmässige Aafwärts- 
Bewegnng erforderlich, gerade so, als ob die Wassersäule von der 
Höhe X nicht unterhalb des Kolbens ?on dem Ätmosphärendrncke 
in der Schwebe erhalten würde, sondern auf dem Kolben lastete. 
Die 0^1. 2 fVir K gilt aber nur so lange, wie Ol. 1 für p^ einen 
positiven Werth ergiebt, d, h. für ^ £ Ao, oder so lange sich die 
nntere Kolbenfl&che hOchatens um Ag Qber dem 
Wasserspi^el AB befindet Für j > Aq wßrde 
nach Gl. 1 der. Druck j», negativ. Negative 
FlflssigkeitsdrÜcke giebt es aber nicht, da Flüssig- 
keiten keine nennenswerthe Zugfestigkeit haben. 
Mitbin hört bei wachsendem z die Gültigkeit der 
Gl. 1 mit z = h(y auf Für ^ >■ Au bleibt der 
Druck unter dem Kolben Null, das Wasser drückt 
nicht mehr g^en den Kolben, folgt ihm nicht 
mehr bei seiner Äufwärts-Bewegong, sondern ver- 
bleibt in der Höhe h^ über dem Wasserspiegel 
des Brunnens stehen (Fig. 244), und unter dem 
Kolben entsteht (abgesehen von der Verdampfung 
des Wassers) ein druckloser !Kaum, so dass nun- 
mehr unveränderlich K = yFkf, bleibt Es ist 
daher das Aufsangen einer Flüssigkeit nur bis zu einer Höhe A« 
(bei Wasser etwa lO**) möglich. 

Ereiselpnmpe (Gentriiugalpampe) Auf S. 200 wurde gezeigt, 
dass Wasser durch schnelle Drehung um eine lothrechte Achse auf 
eine Höbe z gehoben werden konnte und dass die erforderliche 
Umfangsgeschwindigkeit v = V^2^2 sein müsse. Bei den zum Wasser- 
fSrdem bestimmten Kreiselpumpen erfolgt die Drehung meist um 
eine wagerechte Achse, die oberhalb des Unterwassers liegt, so dass 
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das Wasser auf eine gewisse Höhe angesogen and dann weiter empor- 
gedrückt wird. Es Ifisst sich zeigen, dass die Beziehung v = V^2ffz 
anch bei dieser Änordnong (Fig. 245) gültig bleibt. 

Die wageretdite Drehachse li^e um A, Qber dem Unterwasser, 
um h^ unter dem Oberwasser. 

Betrachtet man ein Theilchen m der in gleichmässiger Drehung 
b^^enen Wassermasae, welches auf dem wagerechten Halbmesser 

Flg. 245. 




im Abstand w von der Drehachse li^, nennt dx seine Länge in 
der Sichtung x, dF den Querschnitt in lothrechter Ebene, so ist 

die Ei^&nzangskraft mx-cn^ '^ -dF'dx'X-oi^. Ist p der Druck 

im Abstände x von der Achse, so wächst dieser nach aussen auf 
die Lftnge dx um dp. Daher muss 

dp-dF= ^-dFdx-x-bi^ oder 



dp ■■ 



■dx 



sein. Sind die Drücke für x = r und x = bezw. p^ ™^ Pi • so wird 
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Nnn ist 

Pi — Po—rh' P2^Po+yhf 
daher {mit ro) = v) 

oder wenn man den HSbenanterschied zwischen Unter- und Ober- 
wasser Ai + Aj = A setzt, 

v'^ = 2ffh; v^V'fffh, 
wie S. 200 gefunden. Mit dieser Geschwindigkeit v kann man das 
Wasser in den RChren im Ruhezustände erhalten, so dass es nicht 
herabsinkt Zur regelmässigen Wasserhebung muss v grösser werden. 
Die SaughChe A^ mass hierbei kleiner als k„ sein. 

Heber. Das Heberrohr (Fig. 246} sei vollständig mit Flfissigkeit 
gefüllt, und es sei h^^zh^. Bei A sei das Bohr darch einen 
Schieber dicht geschlossen; dann wird 
die Flüssigkeit des Hebers in Ruhe sein. ^'^- ^**- 

An der linken Seite des Schiebers ~/^-e^ v- 

herrscht ein Druck ' ' ^ *"> i 

P\ =P(,—yh' 
an der rechten Seite ein Druck 

P2 =pa — yh = Pa — yh —y^^ 
= pi —yft, 

wenn h der Höhenunterschied der Wasser- 
spiegel in den QefUssen ist Der Schieber 
erfährt daher einen Überdruck pi — p^ 
= yh von links nach rechts, gerade 
80, wie in dem pnnktirt angedeuteten, 
die Gefässe unmittelbar verbindenden Bohre der Fall sein wflrde. 
Wird der Schieber im Heber entfernt so muss Wasser von links 
nach rechts hinüberfliessen. Ist A^ < Ao» ^2 ^^^ :>Afl, so wird 
j)2 = 0, der Überdruck p^ — Pi=p(i — y\=y{K — h{)'<zyh; 
auch in diesem Falle wird noch das Wasser hindurchfliessen; erst 
fBr A, ä Af, wird dies nicht mehr stattfinden. 

c) Tanckerglocke. 

Ein oben geschlossenes, unten offenes Gefass (Fig. 247), welches 
mit Luft gefüllt ist werde um die Tiefe z im Wasser niedergesenkt; 
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daiiü wird Waaser von nnten auf eine HOhe y in dem Gefässe, 
der Glocke, emporsteigen, nnd man wird ans der Hdbe y auf di« 
Tiefe z schliessen können. Die Lnft wird dorch das eintretende 
Wasser von dem Drucke pg auf p zusammen- 
gedrückt, und wenn man annimmt, dass die Fig. 247. 
Temperatur der Luft sich nicht ändert, so gilt 
nach dem Boyle'schen Satze 

p:po = h:{h—y). 
Ausserdem ist aber (wegen der Tiefe z unter Wasser) 

P=Po +/(ä— 3/). 
Hieraus folgt: 

oder, mit po = yhai 

( h 
-y / ■ " "U— y 

steigt das Waaaer bis tia Mitte der Glocke, ist also y = 



: + l 



; zn^eicb ist der Druck i 



der Glocke p = 



2po- 



5. Gleichförmige Drehung gasförmiger Körper 
um eine Achse. 

Flttgel^blSse. 
Ein Flügelgebläse (Flg. 248) hat in seinem Wesen grosse 
Ähnlichkeit mit der 



Krebelpumpe(S.220). 
An der Drehachse 
herrsche durch freie 
Verbindung mit der 
Anssenlnft der Druck 
Pi , am äusseren Um- 
fange betrage der 
Druck pi. Für ein 
Hassentheilcben m 
im Abstände x von 



Fig. 348. 




• Achse gilt wieder wie auf S. 221 
dp = ^Oi^wda:. 
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FQr die wettere Bebandlnng ist jetzt nur die Veränderlichkeit von 
y zu berQckaichtigen. Altif Grnnd des Boyle^scben Satzes ist 
/=/o =P=Po. daher 



dp _ n 5^ 



■dx, mitbiD 



Setzt maa po:;^o "= 8000° nach S. 204/5, so wird 

\p,/ 8000 2^' 
Beispiel: Macht das FlQgelrad von r ^ 0,t>ii HalbmeBsei in der Hinnte 



OeschwindigbeitehShe mnd 90'«; aonacb wird 



Hierzu g«hfirt die Zftlil ^ = 1,diii. Weil aber der Drack in dem Flügelrad« sich 

BOT nm etwa '/•* ändert, «o kann «ich die Dicht« annfihemd >la gleichbleibend 
betrachtet werden, so dus man f^ die meiBten Fälle mit genügender Annihemng 
Bchreiben kann 



^ = 1 + ^- — = 1*1111 
p, ^ 8000 2j ' 

mit obiger Zahl fOr -r- . Es folgt diea auch ans GL 1, wenn man mit Bücksicht 
lg 

darauf due — nnr wenig von der Einheit abweicht, l (—1 ^ 1{1 +«) aiH 

Pi >Pi ' 

nähernd = x = — — setzt 

Pi 
Mt dem angegebenen Flügelgebläse erreicht man alao nur einen Ober- 
drack Ton rand '/•• Atmosphäre, gemessen durch —55 — ^113 
sfiole. Dieser Druck genügt für Schmiedefeaer. 
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G.AIIgememeGlelchgewichts-BedingungfUrFlUssigkeiten, 
von L Euler. 

Auf ein Maasentheilehen m = —dx-dydz wirke eine Massen- 
kraft, welche in der Form R • m geschrieben and dadurch schon als 
eine Massenkratl gekennzeichnet wird; £ ist die Bescbleunigong, 
welche das Theilcben 

durch die Kraft erfahren Fig. 249. 

würde. Der Druck be- j^ 

trage an der Stelle x,y, 
z, wo das Theilchen sich 
befindet, j); dann ist 

1) P=/{^. y. -'}. 
da der Druck in der 
Flüssigkeit im Allge- 
meinen von Punkt zu 
Paukt wechseln wird. ' i-' 

DieBescbleunigang 
R der Massenkraft werde nach den Achsenrichtungen in ^, 7, ^ 
zerlegt; dann wirkt auf das Theilcben in der ^-Richtung die 
Massenkraft X-m. An der linken Seitenfläche von der GrOsse 
dydz wirkt die Oberflächenkraft p-dydz {Fig. 249). Beim 
Übergänge von der linken nach der rechten Seitenfläche ändert 
sich x um dat, während y und z dieselben bleiben; somit 

wächst auch der Druck um das partielle Differential -r*- dx , 
Das Oleichgewicht des Theilchens verlangt daher in der x-Bichtimg: 



p.<74 


/' 


Yl 


*. 


-^ 


^.)V. 




' 







= x^ dx-t 



oder 



ox 



Jjti 
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In gleicher Weise gilt für die anderen Achsenricbtungen 



9 Oz 

Durch Ziiaamnietiz9hleD der 3 Gleichungen entsteht auf der rechten 
Seite das vollständige Differential dp des Druckes, nämlich 



- {Xdx + Ydy + Zd») = dp. 



I y 



, Z als Funktionen Ton . 



'■ gegeben, so fährt 



Sind ^. X, 

9 

die Integration der Gl. 2 za dem Gleichgewichtsdrncke p {Gl. 1). 
Vertauscht man aber in GL 2 die rechte Seite dp mit Null, so 
enthält (da ;' nicht Null sein kann) 

3) (X<?x + Ydy + ZÄ«) = 

die Bedingung fhr solche Zusammenstellungen der Koordinaten x, 
y, 2, welche einem gleichbleibenden Drucke p entsprechen. Die 
hierdurch bezeichneten Funkte in der Flüssigkeit bilden eine 
Fläche flberall gleichen Druckes, oder eine NireauflXche, 
deren Gleichung durch Integration Ton Gl. 3 erhalten und 

4) /{x, y, z) = Const 

geschrieben werden kann. Die Funktion hat dieselbe Form wie in 
Gl. 1. Jedem anderen Werthe der 
Conat entspricht eine andere Niveau- 
fläche mit einem anderen Drucke. 

Die Niveauflächen stehen in einer 
einfachen Beziehung zur Bichtung der 
Massenkraft B-m. An einem Punkte 
P innerhalb einer im Gleichgewichte 
beündlichen Flüssigkeit (Fig. 250) bilde 
R mit den Achsen die Bichtungswinkel 
a, ß, d. PQ sei ein beliebiges Kurven- 
theitchen ds, weiches in einer durch P 

gelegten Niveaußäcbe liegen soll; ds habe die Richtungswinkel a,, 

ßi,ö^. Dann gilt für den Winkel & zwischen It und da die Gleichung 

cosö= cosa-cos«! 4- cos/5-eo3^i + cosö-cosö^. 



Fig. 250. 
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Nun sind X, Y, Z die Projektionen von R; dx, dy, dz die- 
jenigen von ds anf die 3 Achsen, mithin ist 

Äcosa = X; Äcos/9=F; Raasö = Z\ 
r2«cosa] = dx; deaonßi = dy, dscoadj = dz. 

Daher wird 

Iidgcoi^= Xdx+Ydy + Zdz. 

Weil nun für Eurrentheilchen innerhalb einer NiveanSäche die 

Gl. 3 gilt, so muss 

5) Itdeco3^ = 0, d. h. = 90" 

sein. Oder: 

Eine Niveaufläche steht in jedem ihrer Punkte 
rechtwinklig zu der ffir den betreffenden Punkt gül- 
tigen Massenkraft B-m. Diese Sätze sind von Leonhai^ Enler 
(geb. zu Basel 1707, gest zu Petersburg 1783) im Jahre 1755 ent- 
wickelt worden. 

Ans vorstehendem Satze folgt unmittelbar, dass, wenn die 
Schwere die einzige Massentraft ist, die Niveauflächen wagerechte 
Ebenen sind (S. 168). Da die freie Oberfläche einer Flüssigkeit 
«benfalls eine Niveaufläche sein mus3, so finden auch die Ent- 
wickelungen über die Gestalt der freien Oberfläche (S. 194 and 196) 
hier noch eine festere B^rundung. 



B. Bewegung flüssiger Körper. 



I. Ausflugs des Wassers aus Gefässen. 

Wird in der Seitenwand eines mit Wasser gefüllten GefSsses 
(Fig. 251) bei A eine kleine ÖfiTouDg frei gemacht, so entsteht ein 
ansöiessender Wasserstrahl. Die einzelnen Wassertheilchen führen 
eine parabolische Worfbewegung aus (Theil 1, S. 49). Ist w die 
wagerechte Geschwindigkeit, mit der ein Wassertheilchen bei A 
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das Oefäss verlSsst, a die Hflhe von A über dem Boden, t die Zeit 
der Bew^ng Ton A bis B, so wird unter Vernachlässigung des 
Luftwiderstandes a = '/i,?'^; b=wt, mithin 



so dass bei bekanntem a ans 
der Sprungweite b des Strahles 
die Äusflussgesch windigkeit w 
berechnet werden kann. 

War die Öffnung geschlossen, 
demnach alles im Gef^e be- 
findliche Wasser in Ruhe, und macht man die Ofinung plötzlich 
frei, so wird die ganze im Gefässe befindliche Wassermasse in Be- 
schlennigung gerathen; die aeschwindigVeit, mit der die einzelnen, 
aaf einander folgenden Wassertropfen aus der Öffnung treten, ist nicht 
die gleiche, sondern eine allmählich wachsende; daher wächst auch die 
Sprungweite b. Jedoch lehrt die Erfahrung, dasa die Veränderung 
von b and w sehr schnell erfolgt, dass sii^h schon nach sehr kurzer 
Zeit {meist schon nach 1 Sekunde) eine bestimmte Sprungweite b 
und somit eine bestimmte Geschwindigkeit w gebildet hat, die nun 
unverändert dieselbe bleibt, wenn der Wasserspiegel im OefSsse 
durch Zuflusa stetä auf gleicher Hohe erhalten wird. Gleichzeitig 
hiermit werden sich nun an allen Stellen des Gefässes dauernde 
Bewegungs- und Druckverhältnisse gebildet haben. Diesen Zu- 
stand nennt man BeharmngsznetaDd. In allen nachfolgenden 
Untersuchungen nehmen wir an, dass der Beharrungszustand ein- 
getreten sei und lassen die höchst verwickelten Verhältnisse vor 
dem Eintritte desselben, die meist noch nicht einmal 1 Sekunde 
■währen, ausser Acht, 

Zunächst wird das Wasser als eine vollkommen reibungslose 
Flüssigkeit angesehen, auch wird angenommen, dass das Gef&ss an 
allen Stellen zwischen Wasserspiegel und Öffnung von Wasser 
erf^lt sei, keine leeren Bäume enthalte. Unter welchen Be- 
dingungen letztere vorkommen, wird später (S. 263) erfirtert Auch 
aollen plötzliche Querschnittsänderungen im GeßLsse vorläufig noch 
nicht angenommen werden. 
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a) Ideelle AosflagsgesohwJndigkeit nnd Aasflnssnietige einer 
BodenOSiiaiig. • 

Das Wasser ergiesse sich (Pig. 252) darch eine in wj^erechter 
Ebene liegende Öffnung DC ■= F. Daa Geföss habe von der Mitte 
des Wasserspiegels bis zuc Mitte der Ansfluasöffnnng eine ziemlich 
bestimmt ausgesprochene Mittel- 
linie und verenge sich nach der 
Öffnung hin allmählich. Dann 
wird man annehmen kennen, dasd 
die durch die Öffnung F aus- 
tretenden Wassertheilchen mit 
gleichen Geschwindigkeiten durch 
den Öffnnngs- Querschnitt hin- 
durchgehen. Es tritt wahrend 
eines Zeittheilchens dt ein pris- 
matischer Wasserkörper F-wdt 
unten aus. Dessen Masse sei das 
Massentheilcben 



^^■F■^ 



■dt 




= ^-Ff,-Wf,-dt. 

Das gleiche Massentheilcben moss nämlich oben verschwinden. Ist 
daher Fq der Wasserspiegel, wg die Geschwindigkeit, mit der er 
sinkt, so muss offenbar F(,-WQ-di = F-wdt sein. 

Wir wollen nun den Satz der Arbeit (1. Theil, S 143) auf die 
im Gefässe befindliche Wassermasse, u. zw. für ein /eittheilcben dt 
anwenden. Hinsichtlich des Zuflusses im Wasserspiegel werde an- 
genommen, dass der Spi^el zuerst während der Zeit dt um W(,-dt, 
d. h. von AB nach EG sinkt und dass dann plötzlich eine Wasser- 
scbicht AB EG zum Ersätze wieder aufgebracht werde. Der 
Wasserkörper EG DG, der zu Anfang und zu Ende des Zeit- 
theilchens vorhanden war, habe die Masse M und wegen des Be-; 
harrungszustandes ein unveränderliches Arbeitsvermögen E. Die 
gesammte Wassermasse im Geßss ist dann M+ m, von denen m 
sich za Anfang oben vorfindet, nach der Zeit dt aber unten. Die- 
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selbe stelle des Oefässes wird nach einander von verscbiedeneD 
Massenthffllcben eingmommen, die an dieser Stelle stets di« gleiche 
Oescbwindig^it haben, nur durch andere vertanscbt sind. 

Zu Ende des Zeittheilcbens dt ist das gesammte Arbeits- 
vermögen der Wassermasse M + m offenbar E+ '/jmw^, zu 
Anfang aber, wo die Masse m mit der Geschwindigkeit wg sieb 
oben befand: E+ '/amwo*. Daher entsteht in dem ZeittbeilchM» 
dt eine Zunahme an Arbeitsvermögen 

2) VamCw/S — V)- 

Diese muss der Arbeit aller wirkenden Kräfte gleich sein. 

Der Scbwerpankt S, von M H^e um e unter AB. Dann 
gilt für die Tiefe Po des Schwerpunktes S von .tf + m zu Anfang 
des Zeittheilcbens dt: 

iM + m)po = 3£e + m-'/iWodt, 
da der Körper EÖ-AB die Hohe w^dt bai Nach der Zeit dt 
liege der Schwerpunkt um i/o + <^2/o unter AB, dann i^t ans 
denselben Gründen 

(M+ m) (ya + dy^) = Me + m{h-\- '/iwdt), 
wenn h die Hohe des Wasserspiegels Über der Öffnung. Daher wird 

{M + m) dyo = m (A + ^iwdt — Vtwadt) 
und, wenn man rechts die anendlich kleinen Grossen gegen h ver- 
nachlässigt, {M + m) (fyo = mk. Das Gewicht von M+m ver- 
richtet also in der Zeit dt die Arbeit (1. Tbeil, S. 139) 

(M + m) ffdifg =^ tnffk. 
Steht Dan dw Wasserspiegel unter einem Drucke pa, die Öffnung 
unter dem Drucke p, so verrichten die Kräfte P(,Fq uud pF 
während der Zeit dt die Arbeiten 

^0-^0^0*^' — pEwdt, 
was w^en Gl 1 zu schreiben ist mg— — —. Die Schwerkraft 

und die Drücke pq und p leisten daher während der Zeit dt die 
Arbeit 

3) »,(» + api). 
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Die Druckkräfte des Qefässes gegen die Wassermasse ver- 
richten keine Arbeit, da sie flbeiall recbttrinklig zar Bewegungs- 
ricbtnng stehen Die inneren Kräfte im Wasser 
leisten aber ebenfalls keine Arbeit, denn sie sind ^'^' ^^^' 
reine Normalkräfte, die einem Gleiten keinen Wider- y / \ 
stand entgegensetzen nnd nur bei einer Änderung [ [ I 

des Hauminhaltes Arbeit verrichten könnten. Trennt I 1/6 

man nämlich an einer Stelle, wo der Druck p' 
herrscht, ein kleines Parallelepiped a-hc heraus (Fig. 253), so ver- 
richten die Druckkräfte, wenn die Seiten sieh am da, db, de 
vei^Ossern, die Arbeit 

— p' (b-c-da + a-c-db + a-b-dc). 
Weil aber V=a-b-e, so ist 

dV= b-c- da -^ a-c-db + a-b-dc\ 
mithin die Arbeit = — p' dV, i. h. Null, wenn, wie bei Wasser 
d V= ist 

Durch Gleichsetzung der Werthe 2 und 3 ergiebt sich 

« »•(^-f) = -(* + ^)^ 

welche als Grundgleichung aller Aosäussbewegnngen gilt Die linke 
Seite enthält die Zunahme, welche das Arbeitsvermögen der im 
Gefäss enthaltenen Wassermasse in der Zeit dt erleidet, die rechte 
Seite die gleichzeitig verrichtete Arbeit Dabei bezeichnet m das 
Uassentheilchen, welches während der Zeit dt unten ausströmt und 
gleichzeitig auch durch alle Querschnitte des GefSsses hindurchgeht. 
Später etwa zu berücksichtigend« Widerstandsarbeiten oder Arbeits- 
Verluste kennen in Gl. I leicht angebracht -Verden; aus diesem 
besonderen Grunde ist der gemeinsame Faktor m noch nicht 
gestrichen worden. 

Will man nun aber w berechnen, so bedenke man, dass nach Gl. 1. 

_p 
F^Wf, = Fui, daher wa = v>jr- 

Dann entsteht nach Gl. 1 
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Diese Geschwindigkeit bezeichnen wir als ide 
geschwindigkeit, weil bei ihrer Berechnong die Beibnng vernachlässigt 
wurde; die wirkliche Geschwindigkeit ist kleiner (s. S. 237). Es 
ist Po — V ^^i* Drucknnterschied zwischen Wasserspiegel and Öffnung, 

^2- — ~ die entsprechende Wassers^nle ; diese tritt zu h. hinzu und 

bildet mit ihr die gesammte wirksame DruckhShe. In den 
weitaus meisten Fällen ist ;> = ;>»■ Da es sich nun nicht empfiehlt, 
wegen der selten vorkommenden Fälle nogleicber Drßcbe stets mit 

Po— P , 

y 

mit in ft steckend betrachten, so dass in Zukunft h die ganze 
wirksame Druckhöhe bedeuten soll. Dann wird einfacher 



einer unbequemen Formel zu rechnen, vollen 



' als 



5) 






Fig. 254. 



Da diese Formel nnr eine ideelle ist und noch der Berichtigung 
bedarf, so kommt es bei ihrer Ausrechnnng nicht auf grosse 
Genauigkeit an. Ist daher, wie in den meisten Fällen, die Öffnung 
F klein gegen den Wasser- 
spiegel Fqi ^^ '^^"o i" ^^I 
wq^ gegen w' oder in Gl. 5 
die Grösse F"^ : F^ gegen 1 
vemachläsBigt und einfach 
6) w = Y%gh 
gesetzt werden. Hiernach 
ist die ideelle Ansfluss- 
geschwindigkeit gleich 
der Fallgeschwindig- 
keit, welche einer 
Fallhöhe gleich der 
wirksamen Druckhöhe entspricht; oder die Geschwindig- 
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1 b. ÄuaflussmeDge einer Seitenöffbnng. 



les ist gleich der wirksamvn 



keitsliGbe des Ansflus 
Drttckhöhe k. 

Die vorstehenden Formeln gelten auch noch fQr den Fall der 
Fig. 254, wo der Strahl lothrecht aufw3,rts austritt Hierin liegt 
anch eine einfache Prflfung der Becbnung; denn der mit der 
Geschwindigkeit w aastretende Strahl muss ohne Widerstände die 

...2 

Hohe 



2? 



= h erreichen, d. h. zur Höbe des Wasserspi^els AB 

Reibung des Wassers im Gefllss 
und Luftwiderstand ausserhalb desselben ver- ^S- ^^^■ 

mindern die Steighöhe {s. S. '289). 

Taucht das Geßsa nach Fig. 255 in ein 
Unterwasser ein, so ist die Eintauchungstiefe 
als eine Gegendmckböbe aufzufassen, so dass 
als wirksame Druckhfibe nur der Höhenunter- 
schied h der beiden Wasserspiegel gilt 

Da in jedem Zeittbeilchen dt eine Baum- 
menge F-w-dt austritt, so ist die ideelle sekundliche Aasfluss- 
menge in Baumeinbeiten ('*"*) 
7) Q= Fw = F Vigh . 




Fig. 25S. 



b) Ideelle AoBflnssmenge einer Seitenilff'n&iig. 

Befindet sich die öfinung in lotbrechter Ebene, so gelten die 
vorstehenden Gleichungen auch für diesen Fall, wenn die Öffnung so 
geringe HGhenerstrecknng bat (Flg. 256), 
dass man für alle Punkte der öffnui^ die 
gleiche Aasflassgeschwindigkeit w an- 
nehmen darf, so dass der aosfliessende 
Wasserkörper wiederum ein Prisma bil- 
det Es passt fQr diesen Fall die Gnt- 
wickelung der Gl. I (S. 231) vollständig, 
wenn man dabei die Höhe h vom 
Wasserspiegel bis zum Schwerpunkte der Öffnung rechnet. 

Hat die Öffnung aben eine grössere Höhenerstreckung, so ist 
die Annahme einer überall gleichen Geschwindigkeit nicht m^r 
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Zweite Abtheilnng 



. Bewegang flü8«get Körper, 




1) 



zulassig. Man denkt sich nan (Fig 257) ans der öffnang F einen 

wagerechten Streifen von der Höhe dz, der Breite x and der Flfteh« 

dF = x-di, welcher um z 

unter dem Wasserspiegel liegt, fig. 257. 

heraasgenomnieD, berechnet f&r 

diesen Streifen die Ansflnss- 

geachwindigkeit w = V^gz 

and die sekondlicfae Ansflnss- 

menge in Banmeinheiten C^) 

d(i = dF ■ w = dF -V^z . 

Die Sammation der Ausfluas- 

mengen fQr die sämmtlichen Streifen gieht dano die gesammte 



q = V-2gSdF\^z = Y2i,\xVzdz, 



wenn Ober- and Unterkante der Öffnung um h bezw. H unter dem 
Wasserspiegel liegen. Die Geschwindigkeit w = V2gz läast sich 
durch eine Parabel ABC mit lothrechter Achse und vom Para- 
meter g darstellen. Die sekundliche Wassermenge ist offenbar ein 
prismatiscber WasserkOrper, dessen Querschnitt die AosflussSffnang, 
der aber aussen nicht rechtwinklig, fon- 
dern durch eine parabolische Cylinder- Rg- 258. 

flache BC, rechtwinklig zur Bildebene, 
begrenzt ist, 

Vereinbchnng der Berechnniig. Die 

Integration der Gl. l ist nur möglich, 

wenn die Form der öffnnng gegeben, also 

a:=f{z), bekannt ist. Liegt die Öffnung 

aber einigeruiassen tief unter Wasser, so 

lasst sich dos ParabelstQck BC annähernd 

mit einer Geraden vertauschen , eine 

mittlere Geschwindigkeit, eine mittlere 

Druckhohe Zd, nämlich diejenige des Schwerpunktes S der Öffnung 

einfahren. 
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Li^t nämlich (Fig. 258) der Schwerpunkt S um zo unter dem 
Wasserspiegel, so entspricht dem Streifen dF in der Tiefe u unter 
dem Schwerpunkte eine Druckhöhe z = zo + ^- I*ann ist dessen 



dQ = dF\^2ffi = dF\^2</izf, + u) 
= dFV2^o{i +-]'" 

\ Zq/ 

oder, nach der binomischen Reihe 

Ist nun die Höhe der Öffnung M — h^^hz^, so wird, wenn der 
Schwerpunkt ziemlich in der Mitt« der Höhe liegt, der grösste 

Werth von w S V*^0' ^^^^ im Allgemeinen — ^—, mithin 

Zo 4 

1 «i 1 

8 V ^ 128 ' 

also so klein, dass man das dritte Glied der Reihe vernachlässigen 
kimn. Benutzt man daher von der binomischen Reihe nur die beiden 
ersten Glieder, so wird 

dq = y"2^o [dF + \ ^Y^} und 

q = Y^;,{F^j^yF.uY 

Es ist aber in Bezug auf den Schwerpunkt S^F- w = 0, also 
2) q = fY2^^. 

Diese von der Form der Öffnung ganz unabhängige, daher sehr 
bequeme Gleichung ist also anwendbar, wenn 

2(B-A)£z„, 

d. h. wenn die Tiefe des Schwerpunkte unter Wasser mindestens 
gleich der doppelten HObe der Öffnung ist 
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236 Zweite Abtheilong. B. Bewegung flüMiget Körper. 

Beispisl: Bio prismatisches GefSss stehe auf wagerechtem Bod«n Dod 
sei bis zu einer Höhe b mit Wasser gefüllt In welcher Tiefe i unter Wasser 
mosB eine kleine Öfihang angebracht werden, damit der Strahl möglichst grosse 
Sprungweite b habe? Je tdefer man die Öfinnng legt, um so grösser wird «r, 
um so kleiner aber die Höhen ent Wickelung der Parabel, und nmgekehit. lOt 
w = \^2^f wird Gl. 1, S. 228: 

6 = 2 f^T^).. ^^■'''- 

Hierin sind t nnd h — i ver- 
tftnschbar. Eine Öfliiung in der 
Tiefe »^ '/th giebt also die- 
selbe Sprungweite wie eine 
solche in i =^^lth . Seinen 
grössten Werth erreicht aber * 
für » = ViA- Denn (* — >)' 
ist der Inhalt eines Gechtecks 
vom Umfange '2h. Ein Recht- 
eck von gegebenem Umfange 
hat aber ah Quadrat (von der 

Seite V'Ä) den grössten Inhalt, nämlich '/**'< mithin ergiebt i=: '/äA, bmax = h. 
Es entsteht dann die WurQ)arabel grösster Woriweite (I. Theil, S. 51), welche 
den Boden nnter 4.^ " echneidet. 

Rechteckige Öffnung. Mit nnTeränderlichem x = h wird 
Gl. 1, S. 23J: 

3) q = hV2^\z'''d2= Va&'^ä^fÄ'" — A'"}. 

Reicht die ÖfFoang bis zum Wasserspiegel, ao hat man einen freien 
Überfall, nnd es wird mit A = 

4) q = ^izbVi^H''' = y3bfff2^H. 

Beispiel: Für die Schützen- „. „„„ 

öffcung eines Gerinnes {Rg. 260) aeL ^' 

i = l», h— l,,ni, i/=:2in, dann 
ist nach Gl. 3: 

= 3,111 clm/.. . 

Es ist in diesem Falle 2(ä - h) 
= l,j ", *o = 1,1 ", und die An- 
nShenmgsformel Gl. 2, S. 235 liefert : 
Ö = 0,e ■ 4,4» ■ V !>'" = 3,"* «'"»/^ ■ 
der Unterschied beider Rechnungen ist 
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Sogar beim freiea überfalle, wo die Anwendung der Gl. 3 gar keine 
BerechtigQDg mehr hat, liefert letztere 

Q = bsViir- Q^is — 0,jmb£l ]^-2^B, während Gleichung 4 ergiebt: 
0,mbffVYg~S. 
Also auch in diesem änsBersten Falle beträgt der Unterschiud nur 6^"- 

Trapezförmige öffanng. Nach Fig. 261 ist 



daher nach Gl. 1. S. 234 



Diese Formel ist so verwickelt, dass man meist Gl. 2, S. 235 vor- 
ziehen wird. 



e) Wirkliche Ausflossgeschnindigkeit nnd Aosänssmenge. 

Geschwindigkeits - Ziffer (Geschwindigkeits - Koefficient). Die 
hiaherigen Formeln wurden entwickelt unter der Annahme reibangs- 
loser Flüssigkeit Für eine kleine Öffnung ergab sich 

tv=YJffh. 

Die wirkliche Ausflussgesehwindigkeit Ist wegen der Reibunga- 

widerstände, die im GefElss auftreten, kleiner und wird erhalten, 

indem man den ideollen Werth noch mit einer Beriehtigunga- 
zifTor <p multiplicirt. Dann ist in Wirklichkeit 

1) lo — <pV 2gh. 

Diqmzecbv Google 
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Zweite Abtheilong. B. Bewegung flüssiger Körper. 



Die Gesell wiiidigkeitsziffer q> wncht nur wenig von der Ein- 
heit ab, beträgt bei kleiner Druckfarbe ^ = 0,W, wächst aber nach 
Versuchen von Weisbacb {Freiberg l S.) mit zunehmender Druck- 
hohe bis auf 0,99 an. Wir werden in den weiteren Beispielen 
stets mit 
2) 9> = 0,96 rechnen. 

Einschnfirnng (Xontraktion). Äusflmsziffer (Äus&usskogfficient). 
In einem Gefässe, welches sich nach der Ausflussöffnnng hin all- 
mählich zusammenzieht, wie Fig. 252 {S. 229), Fig. 254 (S. 232), 
Fig. 256 (S. 233), fliessen die einzelnen Wassertheilchen in parallelen 
Linien durch die Öffnung nnd bilden 
sog. Stromlinien oder WasserfSden, 
welche die Öffnung rechtwinklig 
schneiden, so dass die sekundliche 
Ausflussmenge Q = F-tv als ein 
Prisma vom Querschnitte F angesehen 
werden kann. Befindet sich aber die 
Öffnung in einer ebenen Wand (Fig. 
262), so fliessen die Wassertheilchen 
in ganz verschiedenen Kicfatungen der 
Öffnung zu. wie in der Figur durch 
Stromlinien angedeutet ist. Diejenigen 
Theilchen , welche an der Wand entlang strömen , kSnnen 
ihre Bewegungsrichtung nicht plötzlich um 90" ändern (weil 
jeder Enick in der Bahnlinie eine unendliche grosse Normal- 
beschleunigung, d. h. anendlich grosse Kräfte erfordern würde), 
sondern gehen in gekrümmten Bahnlinien um die Innenkante der 
Öffnung herum. Erst ausserhalb des Gefösses in einer gewissen 
Entfernung von dem Öffnungs-Querschnitte F haben sich die Wasser- 
iäden wieder parallel gelagert und bilden einen Strahlquerschnitt aF 
von der Geschwindigkeit w = q)\^2ffh, dessen sek. Wassermenge 
zu Q = aFw = atpFV^gh berechnet werden kann. 

Diese Erscheinung heisst die KinsrhnÜrong (Kontraktion) des 
Strahles, und die Grösse a, mit der die Öffnung F multiplicirt 
werden muss, um den Querschnitt f.F des zusammengezogenen 
Strahles zu liefern , heisst EinschDÜrangs - Ziffer (Eontraktions- 
Koefficient). Da aber in der letzten Gleichung für Q, das Produkt 
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aq) zweier BericbUguDgsziffern vorkommt, so kano man dieses 
Produkt zu einer Grösse /i = a<p vereinigeB. Da nun die ideelle 
Änsflussmenge FVi^h (S. 233) noch mit fi multiplicirt werden 
muas, um die wirkliche zu liefern, so nennt man fi die Äiuflnss- 
Ziffer (Ausfluss-KoefGcient). 

Während die Geschwindigkeitsziffer nur wenig schwankt, 
anch nur wenig von der Einheit abweicht, ist die Einsehnflrunga- 
ziffer a und somit auch die Aus- 
finsszifFer // = a 9) von vielen Um- 
ständen abhängig, z. B. auch von 
der Dicke und Beschaffenheit der 
Wandung, in welche die Öffnung 
eingeschnitten ist. Bestimmte Er- 
scheinungen treten auf, wenn die 
öfliiang sich in dünner Wand be- 
findet, oder wenn der Einfluss des 
Öffnungsrandes durch Zuscbärfung 
nach Fig. 263 nahezu beseitigt 
ist Befindet sich dann ausserdem 
die Öffnung verhältnismässig' weit 
von anschliessenden Wänden entfernt, so kann man für diesen 
Grundfall der Einschnürung ziemlich bestimmt 




^ 0,64 und ßi = 0,96 ■ 0,64 = 



0,61 



setzen. Ist die Öffnung ein Kreis vom Halbmesser r, so erfolgt 
eine Einschnörung auf 0,8 r, u. zw. befindet sich dieselbe im Ab- 
stände r von der Mündung. 

Über die Ansflnssziffeni für rechteckige SeitenSfiiiiiiigen in 
dünner Wand haben die französischen Artillerie-Ofßziere Foncelet 
und Lesbros 1828—1834 Versuche angestellt. Dabei wurde die 
Höhe des Wassei-spiegels in einer solchen Entfernung von der Wand 
gemessen, wo der Spiegel noch wagerecht war, während er nach 
der Wand hin sich etwas senkte. Es kommt dabei wesentlich auf 
die Grösse der kleinsten Seite b der Öffnung an, gleichgültig, ob 
dieselbe lothreeht oder wagerecht gerichtet ist Einige Ergebnisse 
der Versuche enthält folgende Tabelle. 
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Äisflasazlffer il für rtciitwiiklif^e SeiteiäffDaBgen in dfliner Wand. 



Hühe h des Wasserspiegels 


Kleinste Seite der ÖffiiiinK 


aber der 








Oberkant« der Offiiimg 


0.05" 


0,1" 


0,2» 


0,10 


0,631 


0,615 


0,600 


0,15 


0,631 


0,616 


0,600 


0,20 


0,630 


0,617 


0,601 


0,30 


0,630 


0,618 


0,602 


0,40 


0,62» 


0,618 


0,603 


0,50 


0,628 


0,617 


0,604 


0,«0 


0,628 


0.617 


0,604 


0,70 


0,627 


0,617 


0,605 


030 


0,627 


0,616 


0,605 


0,90 


0,626 


0,616 


0.605. 


1,00 


0,626 


0,615 


0,605 


1,20 


0,624 


0,614 


0,604 


1,40 


0,621 


0,612 


0,603 


1,60 


0,618 


0,611 


0,602 


1,80 


0,615 • 


0.609 


0,602 


2,00 


0,613 


0,607 


0,601 


3,00 


0,606 


0,603 


0,601 



Mit diesen Ziffern ist V^* 1^ S^l-S'" — A'"} (Gl. 3, S. 236) 
zu multiplieiren. AusführHchere Angaben findet man in Rühlmann's 
Hydromechanik. 

SchfitzeDSffnangen. Befindet sieb die Öffnung nicht in dflnner 
Wand, wird sie vielmebr, wie bei Schützen, durch rechtwinklig zu- 
geschnittene Bretter gebildet, so kann man, wenn die ünterkante 
der Öffnung hoch über der Sohle liegt, /( = 0,6, wenn sie mit 
dieser in gleicher Hohe liegt (Fig. 260), fi = 0,68 im Mittel setzen. 
Für das Beispiel anf S. 236 würde also mit ii = 0,68 die wirkliche 
sekundl. Änsflussmenge werden Q = 0,68-3,455 = 2,35"'™. 

ünToUst&ndige Einsehnfirnng (partielle Kontraktion) findet 
statt, wenn die Öffnung an einem Tbeil ihres Umfanges von 
Wänden eingeschlossen wird, so dass an diesen Stellen ein seit- 
liches Zuströmen von WasserfUden nicht vorkommt, also die Ursache 
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der Binachnarang theilweise fortfällt Der Strahl bekommt in 
Folge dieser Ungleich niElsaigkeit eine abweichende Eichtang, und 
die Ausöussmenge, also aach die Aas- 
üussziffer wird grösser. In Figur 264 
findet der Zufluss in der Querrichtung 
TOD der rechten Seite statt, nicht aber 
von der linken Seite. Ist u der ganze 
üm&ng der Öffnung, mu der Thßil 
des Um&nges, an welchem die Öffnung 
eingefasst ist, so ist nach Versuchen 
von Bidone (1831) und Weisbach die 
fOr solche Fälle anzuwendende Ausfiuas- 
ziffer /ip von der Grösse m abhängig. 
Ist fi^ die Änsflussziffer unter sonst 
gleichen Verhftltnissen fBr den Grund- 
fall (dass die Wände nach allen 
Sichtangen weit genug entfernt sind), 
d. h. für eine ÖS'nung I im Grundrisse 
(Fig. 264), so gilt 

für rechteckige Öffnungen 
/^r = /^(l + 0,155m), 

fKr kreisförmige Öffnungen 

^t = /*o(l + 0,128«i). 

Für die Öffnung II würde m = V*. daher 
/ip= 1,039/io; 

für die Öffnang III mit m = V* 
jUp = 1,078 j"o; 

für die öffnang IV mit m = V* 
Mp = 1,032/1(1 . 
UnToUkommene Einschnfinuig. Aach wenn die Wandungen 
nicht ganz an den Eand der Öffnung herantreten, sondern sieb von 
allen .Seiten der Öffnung nur nähern, kann eine Verminderung 
der Einschnftrung entstehen. Für den Grundfall war vorausgesetzt, 
dass die Öffnung von allen Wänden verhältnismassig weit entfernt 
sei, so dass binnenseits der öffnang sich ein grosser Qaerschnitt, 



3) 



i) 




KaelL, Kechuik. 



16 
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daher eine geringe Geschwindigkeit fand {Fig. 265). Verengt sich 
aber das Qelftss nach der Mflndung hin, 3o daas das Wasser der 
öffnnng mit nicht ganz ge- 
ringer Geschwindigkeit zo- ^- ^^^- ^'^- ^ßS- 
strömt, so vermindert sich der 
Einflnss der in der Qaerrichtnng 
zafliessenden Stromföden und 
damit die Einschnürung. Ist 
F der öffnangs - Querschnitt, 
F:n der Querschnitt vor der Öffnung (Fig. 266), worin n ein 
echter Bi-uch, so ist die Aosönssziffer /t. bei unvollkommener Ein- 
schnflrang ZQrfickzufQhren auf u^ in dem entsprechenden Grnndfalle 
(mit « = 0). Über das Verhältnis ^:/*o hat Weisbacb {Freiberg 
in Sachsen) im Jahre 1843 Versuche angestellt und deren Ergeb- 
nisse durch Potentialgleicbangen dai^estelit 

Für kreisfCrmige Öffnung ist nach Weisbach 

5) ^«t = /^[l + 0,045«4 {14,821»— l}], 
für rechteckige öfitiung 

6) ^.r = ^ [l + 0,ü76 (9" — 1)] . 
Dafür kann man annähernd setzen 

bei kreisförmiger Öffnung 
^) M«t = M) (l + 0,l26n + 0,06»»'' + 0,427«^) 

mit den Ergebnissen: 

n = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 



^-^- = ],0I4 1,031 1,055 1,087 1,131 1,189 
Mo 

bei rechteckiger Öffnung 

8) fi„r = Mo (1 + 0,175n + 0,0«» 

mit den Ergebnissen: 

n =■ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 

-^^ = 1,019 1,040 1,068 1,104 1,149 1,207 

«0 



0,7 0,8 0,9 1,0 
1,264 1,358 1,473 1,613; 



0,7 0,8 0,9 1,0 
l,27d 1,369 1,478 1,608. 
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Auflnssziffer fj. fnr rechteckige ÜberMle. Ans GL 4, 
S. 236 wird 

9) Q = y3fibHV2ffH. 

Darin bedeatat b die Breite des Über&lles, 3 die HShe des 
Wasserapi^eh über der ünterkante der Offoung. Für die Ziffer /i 
gut nach Versuchen der franzjisischen 

Artillerie-Offiziere Poncelet und Lesbros ^'S- 267^ 

folgende Tabelle, wobei zu bemerken ~~ 

ist, dass die Öffnung sich in dünner 
lothrechter Wand befand und dass die 

Höhe B in mindestens 1 " Abstand ^^ 

von der Öffnung gemessen wurde. Der 

Spi^el senkt sich nämlich (Fig. 267) in der Nähe der Öffnung; 
in Folge dessen wird der Strahlqaerschnitt vermindert Dieser 
Einflnss findet in der Zahl fi seine Berücksichtigung. 



AiBflusEiffer ^ 


tttr reekleckis« UberOlI« io dUner 




iDthTMkter Vmi. 




B 


6 = 0,2 " 


* = 0,6 " 


0,02" 


0,826 




0,04 


0,61! 




0,06 


0,602 


0,618 


0,08 


0,596 




0,10 


0,593 


0,606 


0,is 


0,590 


0,600 


0,20 


0,585 


0,593 


0,30 




0,587 


0,40 




0,587 


0.50 




0,587 


0,60 




0,585 



d) WiderstandshShen nnd Widerstandsziffero. 
Auf S. 237 wurde die wirkliche Äuaflussgeschwindigkeit 
VI = ip V 2^A aus der ideellen = V'igh abgeleitet durch Multi- 
plikation der letzteren mit einer Oeschwindigkeitsziffer ^ <: 1 . 
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Mit fiflcksicht darauf aber, dass bei der ideellen Ausäussbewegung 
die wirksame DruckbObe h sich einfach in eine gleiche Gescbwiodig- 

keitshöhe -r— umsetzte, kann man die Beziehung zwischen den 

beiden Geschwindigkeiten auch so anfTassen, als ob ein gewisser 
Theil der wirksamen DrnckhOhe h darch Beibang aufgezehrt and 
für die Erzengung von Geschwindigkeit unbraacbbar gemacht würde. 
Bezeichnet man diesen Theil der wirksamen Druckhöhe mit !„, so mosa 

ji= ^ ! sein. 
Sa nnn der Erfahrung znfolge 

w = w Y2 gh , also h = 



Uan setzt nun 

and bezeichnet ^0 ^ Widerstandsziffer ffir die ReibsDg im 
eefSsse. Mit (p = 0,96 wird 

2) ^0 = 0,085. 

Der darch Reibung Tcruniachte DrackhChen-Verlast 

3) ^« ^ ■^'' 27 

beisst die WidersUndshSIie in Folge der Reibnng im Geisse. 
Mit Benatzang dieser Hül&grOsse kann man nan schreiben 

indem tnan die gesammte wirksame Drackhöbe h zerlegt in den- 
jenigen Tbeil -^, der zur EJrzeagung der Geschwindigkeit w zur 

Yerwertbang kommt, and die Widerstandsböhe der Gef^reibung. 
Daraas wird daan 

*^ _ " = rr+^' 

was mit w = >pY2gh gleichbedeutend isi 
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Die Benutzung der Widerstandshi^hen wird besonders nützlich, 
venn man mit einer verwickelteren Wasserbew^ng zu thun bat, 
bei der verschiedene DrackhJJbenverluste in Frage kommen. 



«) Draekhthenverlnst in Folge plfttzlieher (tnerschuittsändernng. 
a) PlQtEÜehe Erweitenuig. In einem Gefässe sei (!Fig. 268) 
im Wasserspiegel der Querschnitt Fq. die Geschwindigkeit w^; in 
einer Zwischenwand befinde sich eine Öff- 
nung ^1 , unterhalb derselben finde eine 
Einschnürung auf a, Fi mit einer Ge- 
schwindigkeit ui, statt, dann folge eine 
plötzliche Erweiterung des Geßsses auf 
F^ mit einer (kleineren) Geschwindigkeit 
1*2; die Ausflnssöffnung habe die Grösse 
F, der unterhalb derselben eingeschnürte 
Strahl den Querschnitt aF mit der Ge- 
schwindigkeit «I, An den Seiten des ein- 
geschnürten Strahles «i F^ im Innern be- 
findet sich Wasser, welches nur Wirbel- 
bewegungen ausfuhrt, an der regelmässig 
strömenden Bewegung aber nicht theil- 

nimmt Da während einer Zeiteinheit durch alle Qaeraehnitte die 
gleiche Wassermenge hindurchströmt, so muss 




1) 



i,F,w, 



F2W2 = «Fw 



sein und da «i F^ •<. Fq, so muss w^ '>■ wj sein. Es trifft somit 
unterhalb der Zwischenwand das mit der Geschwindigkeit u>, 
strömende Wasser auf eine mit geringerer Geschwindigkeit mjj 
vorausgehende Wassermasse, womit ein Verlust an Arbeitsvermögen 
durch Stoss verbunden ist 

In der Hauptgleichnng I, S. 231, war mg das wahrend eines 
Zeittheilchens dt durch irgend einen (d. h. jeden) Querschnitt 
strömende Wassergewicht, rngh die während derselben Zeit von 
dem Gewichte der gesammten im Geßsse befindlichen Wassermasse 
verrichtete Arbeit Im Anschlusa an die betreffende Entwickelung 
(S. 230) soll nun der während der Zeit dt durch Stoss erfolgende 
Verlust an Arbeitsvermögen berechnet werden. Man stellt sich die 
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Sache so vor, als ob die Masse m mit der Geschwindigkeit wj auf 
eine mit der Geschwindigkeit 1^2 Toransgehende Masse M^ stiesse; 
da non Wasser nahezu nnznsammendrfickbir ist, so beträgt der 
Verlust an Arbeitsvermögen während der Zeit dt nach Gl. 11, 
S. 130 mit ifc= 0, 

m + Jfi 2 * 

was mit Rücksicht daraaf, das m gegen JU^ unendlich klein ist, 1d 

m ' — — ahergeht; setzt man dies = «t^^i , so ist jj der darch 

den Stoss vernrsachte Dmckhöhenverlust, n. zw. 

91 « _ (w, — Wa)' , . 
2) *i = 29 ' ^'''' 

der darch eine plötzliche Qaerschntttsvergrösserung 
erzeugte Druckhöhenverlust ist gleich der-Geschwin- 
digkeitshOhe, welche der relativen Stossgescfawindig- 
keit entspricht 

Will man hiernach die Aus&nssgescfawindigkeit w für den 
Fall der Fig. 268 berechnen, so setzt man die wirksame Dmck- 
hflhe h gleich der Summe der einzelnen Theile, in welch« sie sieh 
zerlegt Will man die Geschwindigkeit wq im Wasserspiegel auch 

w^ «,2 
berficksichtigen , so ist j- -^ der lur Erzeugung von Ge- 

.,„ ^^ (", -■»»)' 

durch Stoss aufgezehrt Also ist 



3) 


*-27-2j 


Nach Gl. 1 


ist nun w'o = h 


mitliin k 


19^ V 



Diq.izeobvGoOi^lc 



I e. DrackböhenTerliiBte in Folge plötzlicher Qoerschnittaändening. 247 

Befinden sich die öfiiiangen F^ und F in dänner Wand, 30 darf 
man meist a = a, 
= 0,64 setzen. pj^ ggg_ p■^^ 37q_ 

In dem^Falle 
der Fig. 269 wäre 
a, = 1 , ■x = 0,64 
zn setzen. Würde 
aoch die Öffnung 
F durch allmäh- 
liche Verengung 
wie in Fig. 252 
gebildet, so hätte 
man auch a= \ 



S . d 






ß) PlStdiche Veren^ng würde einen Stossrerlust nicht 
erzengen, wenn nicht dicht unter der Verengung eine Einschnürung 
und sogleich daneben wieder eine Ausdehnung des Strahles auf den 
vollen Gef^squerschnitt erfolgte. An der Verengung auf F2 bei 
S (Fig. 270) ist der Strahlquerschnitt aiF^, die Geschwindigkeiten 
unmittelbar darunter F2 bezw. w^, daher der Stossrerlust 



(«; 



-t»2f 



Sonach wird 



:?--! 



p_2 T^iOT^ p,, 1 i 



= 0,64 wird 



= 0,32 . 



Sdiliesst sich an ein Gef^s unten ein 
kurzes cylindrisches Ansatzrohr (Fig. 271) 
ohne Abrundnng oder Abschrägnng beim 
Anschlüsse, so entsteht beim Eintritt in 
das Rohr eine EinschnOrung auf a F mit sogleich fönender 
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Ausweitang aaf den Qaerschnitt F; somit wird, wenn Fg sehr 
gross g^en F: 

Fig. 272. 






-1 



oder mit ^p = 0,085, a = 0,64: 



r 1 + 0,08 



= 0,84 VS^A, 



0,085 4- 0,31 

wogegen bei gut abgerundetem Ansätze (Fig. 272) w = 0,96v2ffh 
sein würde. 

f) Ansfloss ans einer Boden5ffnnng anter veränderliclier 
Drackhülie. 

Die Formel ttf = ?)K2^A gilt unter der Voraussetzung, dass 
die BodenOffoung klein ist und dass genügender Zuflasa erfolgt, um 
die Druckhfihe unveränderlich zu erhalten, sowie unter der Annahme, 
dasa der Beharrungszustand bereits eingetreten sei. Findet der Zu- 
äuss nun nicht in richtiger Menge oder gar nicht statt, so ändert 
sieb die Höhenlage des Wasserspiegels und damit die Druckhohe. 
Annäherungsweise verwendet man für die nun veränderliche Aua- 
fiussgeschwindigkeit w dieselbe Gleichung wie für den Behamings- 
zustand, indem man mit veränderlicher DruckhShe z einfach 
tv = qß V^gz setzt 

et) Allmähliche Entleerung ohne Zuflnss. Zu Anfang, zur 
Zeit ( = 0, sei Fq der Wasserspiegel in der Höhe h Über der 
Öffnung (Fig. 273); nach t Zeiteinheiten 
sei die Druckhöhe auf z vermindert, der Fig. 273. 

Wasserspi^el von der Grösse F, ; dann 
ist die augenblickliche Ausflussgeschwindig- 
keit w = 9>1^2^£, und die Ausflussmenge 
während des nächsten Zeittheilchens dt 




1) dq^fJ.FV'igz-dt. 

Um hieraus dt als Differentialfunktion 
von z finden zu können, bedenke man, dass in dem Zeittbeilchen dt 
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der Wasserspiegel um dz sinkt, dass dieses dz aber mit negativem 
Zeichen zu schreiben ist, weil s mit wachsendem t abnimmt Der 
sinkende Wasserspiegel beschreibt in der Zeit dt den Raum 
— F, ■ di, und diese Grösse muss = dQ sein. Aus 
2) fiFViJidt — — F^di wird dann 

F,dz 



3) 



d(" 



liFVlgz 

Daher ist zur Veränderung der Dmckhfihe Ton h. auf z die Zeit 
erforderlich 



4) 



liFT'i'^ 



\EliL = 1 C^ 



und t 



t bezw. 



F,di 



weil den Zeitwerthen t = und t = t bezw. die Werthe i 
und z = z entsprechen. 

Entleerung eines prismatischen Gefösses {Fig. 274). 
F, = Fa wird 



5) 



t = -" 1 , - i/j j, ^ " -^ » 
ßF\^2ffJ^ mFV"2] 

Für völlige Entleerung wird mit 

2 F„ Vh' 



.(>^A--1^). 



Mnltiplicirt man nun in Zähler und Nenner mit Vh, so kann man 
im Zahler den urspranglichen GefSssinhalt V= Fak, im Nenner 
die dem anfänglichen Zustand ent- 
sekundliche Äusflussmenge Fig. 374. 
= /iFV -igh einführen und erhält 



«0- 

Behielte die Druckhöhe den ursprünglichen 
Werth h, so würde der Ausfluss einer 
dem Gefössinhalte V gleichen Wasser- 
menge die Zeit V:Q^ erfordern; wegen 

der kleiner werdenden Druckhöhe erfordert die Entleerung das 
Doppelte jener Zeit. 
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Wuaenbr mit eyliidriiekem Geriue. Ein Cylinder von 0,ni i Weite 
.nd 1 » Höhe habe im Boden eine kreisförmige Öitiung von O,o>it ° Dnrch- 
Qösser mit gnt nbgernndetem linrzen Mnndatflcke, so daas a ^ 1 nnd /i ^ a p 
=1 0,M gesetzt werden kann. Die allmähliche Senkang des Wasserspiegels soll 
nr Zeitmessung benutzt werden. Gl. 5 wird in diesem Falle 



2 ■ 0.M1 



- (l^Ä-lV) = 18O0O(l^: 



Ist die ursprüngliche Höhe des Wasserspiegels über 
der Mündung h^ 1 n, so wird fQr eine beliebige Zeit i 



Fig. 275. 



Hiemach kann man fQr Werthe ron i 
'/i Stande abnehmen, leicht t berechnen. 



= 7 


Stunde 


= 


1800 


giebt 


» = 0, 


= 1 






3600 




« = 0, 
. = 0, 


= 37 










* = 0, 


= 3 










1 = 0, 



1 = 4 



(i — 



M^ O.M 



Für die letzten Theile der Rntleerong trifft übrigens Gl. 5 nicht mehr 
zo, hat nur ideellen Werth, weil sich zuletzt um die Öffnung ein Strudel und 
in der Mitte der Öffnung ein von Wasser nicht erfülltet Trichter bildet, so 
dasB der Äusfluss verlangsamt wird. 

Entleernng einps tricbterfSrmigen Oefösses. Daa antere Ende 
des kegelförmigen Gefässes (Fig. 276) sei zu einer öffnaog er- 
weitert, die in der Höhe der geometrisohen Spitze des Kegels liegt 
Es ist F. = iF^Ä, F(, = r^n, a::r == x:k, also F, = F^-z^: A^ 
und (Gl. 4) 



Fn 

' fiFk 






F„ 



-(AV- 



'"); 



för i = wird dann mit V= ^hr^nh und q^ = jiFVi'gh: 
9) 



6 F _ 



^h 
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Fflr die Entleerang eines halbkugelfOrmigeo oder halb- 
ellipsoidischen (bis zum grOssten Qaerscbnitte gefQUten) Beckens 
findet man 

für die Entleemng eines paraboloidiscben 
Gei&sses 



V 




4 V. 
" »Qo' 

Der Zahlenfaktor auf der rechten Seite 
dieser Oleichungen war = 2 für ein pris- 
matisches Gefäss; er ist < 2 für jedes nach 
imteD verengte Ge^s and umgekehrt; er nähert sich um so mehr 
der Einheit, je schneller sich das Get^s nach unten verengt. Beim 
Beginne des Ausflusses sinkt nämlich der Wasserspiegel schnell; 
mit ahnehmender Druckhohe und Geschwindigkeit geht aber der 
weitere Ansflass langsamer von statten, u. zw. am so mehr, wenn 
das Gefiss unten noch verhältnismässig weit ist, so dass noch ziem- 
lich viel Wasser bei der geringen Geschwindigkeit ausöiessen muss. 

Oeßiisfonn für gleiebmSssij;« Senknng des Wasserspiegels. 
Die Geschwindigkeit, mit der der Wasserspiegel sinkt, ist 

— dz fiF Y~lg~ 



12) 



-(Gl 3); 



soll diese sich nicht ändern, sondern gleich dem Änfangswerthe 

^ ~^ . ^■'": 

bleiben, so muss 

13) ^f^ ■.^^h = F: : F^ sein. 
Soll die Innenfläche des Gef^es 

eine Umdrehangsfläche sein, so wird mit 
F^ — x'^n und x'^ir'^^ f7: VÄ, 

14) iT* : r* = 3 : A. 

Dies ist die Gleichung der gesuchten MeridiauHnie, die man eine 
Parabel vierten Grades nennt. Eine bei A (Fig. 277) an die 
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MeridianliDie gelegte Tangente Iiat gegen die lothrechte Achse ein 
NeigtuigsverbUtnis '/iv.k, Der Inhalt des Gefösses ist 



■7ij,!^-- 



F,h. 



Die Oescbwindigkeit des sinkenden Wasserspiegels beträgt i 



die (ideelle) Zeit der Tollständigen Entleerung t= k-.v 
oder, weil J^o'' = Vi V: 
15) ■ 1 : 



F„h 



3 F ^ V 

'2 00 ''Ot' 



Ist die Meridianlinie der Innenwand eines GefösESB eine Parabel nten 
Grades mit t" ; r" = * ; A , so ist das Neigungs Verhältnis einer bei A an- 
gelegten Tangente gegen die Achse '/sr : h, der Inhalt des GelSsses 

16) r=^^^. _Fig. 378. 

t "*■ ' 
die (ideelle) Zeit der Entleerung 
,_ 4 + -2« V 

= ^ (Pig, 278) giebt 



17) 



18) 



10 ■ 



' e/ 



Will man ein Gel^s mit gleicfafOr 
Spiegel als Wasseruhr benutzen und für die 
Anbringnng der Theilung eine ebene Wand 
zur Verfügung haben, so kann man die Ge- 
lässform auch derartig anordnen, dass die 
wagerechten Querschnitte Rechtecke sind, 
deren eine Abmessung durchweg = b, 
während die Breite 2x veränderlich ist. 
Dann mnss, wenn am oberen Rande x = a, 
(nach Gl. 13) z:k = h^x^:h^a'' = x'^ia^ 
sein. Bei dieser Anordnung folgt die halbe 
Breite x in der einen Ansicht dem Gesetze 
einer gewöhnlichen (quadratischen) Parabel 

mit r=y3F^h und t = ^^. 
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Fig. 28C 



ß) Ansflnss anter ver&Dderlicber DrnckhShe bei ZnJlnss von 
oben. Erfolgt ein Znfluss von q''*"^/^. (Fig. 280). so besteht die Ans- 
fiossmenge dQ = /hFV^^^z dt während der Zeit dt aus dem der 
Senkung des Wasserspiegels F, um — dt 
entsprechenden Wasserkörper — F:dz 
und dem Zuflüsse qdt; souacb ist statt 
GL 2, S. 240, zu setzen: 

/iFV2^zdt = —F,dz + qdt; 
die Geschwindigkeit des sinkenden Wasser- 
spiegels wird 

— dz fiFV¥ffs — q 



19) 




F,d^ 
fxFyf^z — q 

F,dz 






uFY-^gz — q yfiFV'igz — q 

Für ein prismatisches Gefilss mit ^, = J'o (Pig. 281) wird 
Fig. 281. 



tiFY2g\y-, 



r 



fiFV2g 

Behu& der Integration setze man 

?^==V^, Y7=y, 

fiFV'ig 

dann ist wegen q = /nFV^ga die Grösse a diejenige DruckhChe, 
bei welcher die sekundl. Ausflussmenge gerade gleich dem Zuflüsse q 
sein würde; es ist lerner z = y-, dz = ^ydy; man schreibe 



Jy- 



F" — ''y 

y—Va 

^dy + 2 Yä^-i^ = 2y + 2 l^VUy - /V) 
-2K7+21^«"l(lT— W), daher 
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.\^k—_fa_\ 



2 f. 



frri] 



h/-s:_)A,>v^„-i 



rv-roT 



In diesem Fall ist vegen iea Zuflusses eine völlige Entleerang anmO^ 
lieh, denn für z = «, d 'h./j.FV2ffz = q würde nach Gl. 19 die Ge- 
schwindigkeit V des Wasserspiegels Null. Der hierdarch bedingten 
tiefsten Grenzlage nähert sich aber der Wasserspiegel nur asympto- 
tiäch, denn setzt man s = a in Gl. 21 ein, so wird ( 
letzten Gliedes = 0, d. h. i = qo. 



Fig. 2 



g) Ansfluss «na einer Seiten&ffnnng bei verilnderlicher DmckhOhe. 

Vorstehende, für den Ausflnss ans BodenJ^ffoungen entwickelte 
Gleichungen für theilwelse Entleerung gelten annähernd auch für 
den Ausfluss aus niedrigen Seiten- 
Offnnngen , solange der Wasserspiegel 
oberhalb der öfi'nung yerbleibt. 

Wir betrachten nun einen rechteckigen 
Kasten (Fig. 282) von der Grundfläche 
Ff, der sich, ohneZufluss zu erhalten, 
durch einen rechteckigen Ausschnitt einer 
Seitenwand entleeren miSge. Zu Anfang 
{t = 0) stehe das Wasser um h , zur Zeit ( 
um z über der Unterkante des Ausschnittes. 
Dann ist die Ab&ussmenge dQ während 
des nächsten Zeittheilchens dt nach Gl. 9, 
S. 243: dQ = ^linhz}^2gzdt; anderer- 
seits ist dQ,= — Ffidz, somit 



iS: 



dt — 



hVi, 



ilihVig zVz 



äf. 



and 



IxbYlgW'! 



Vö 



z = Q verlangt ( = oo . Hiernach ist also eine Entleerung bis zur 
Unterkante des Einschnittes in endlicher Zeit nicht möglich, der 
Wasserspiegel nähert sich nur asymptotisch der Unterkante. Beim 
Ausflusse durch eine BodenOfl'nnng ergab sich für vSUige Entleerung 



ov Google 



Ih. Ausgleichung des Wat 



a Schleasenkanuniini. 



«in endlicher Zeitwerth. Der Grund der Verschiedenheit beider 
Fälle ist folgender: Bei einer Bodenöffnnng ist gegen das Ende 
des Ausflusses die Druckhöhe unendlich klein, die Öffnung endlich, 
die seJtnndl. Ausfiusamenge unendlich klein; daher kann die unend- 
lich kleine noch Torhandene Wassermenge In endlicher Zeit aas- 
fliessen. Bei der Seitenöffnung aber Trird mit der Dmckhöhe auch 
der Querschnitt des ausfliessenden Strahles unendlich klein, die 
sekundliche Ausflussmenge daher unendlich klein zweiter Ordnung, 
so dass zum Ausfliessen der unendlich kleinen letzten Wassermenge 
eine anendlich grosse Zeit niJthig ist. Übrigens wird schon während 
einer endlichen Zeit die noch vorhandene Wasserschicht so dünn, 
dass sie thatsächlich nicht mehr fliessi 

Beispiel: Es sei die Gnindflüehe des GefSsses i^^S««, die Breite des 
Einsctinittes b = 0,i ", die nrBprüngliche Wasserhöiie A ;= 1 ■, ju ^= 0,«. 
Dann wird 



, = lm ist ( = 33,,i 



= 0,01 » ist ( = 9 - 33,9 = 305,1 ■- ; 
= 0,0001 ■ ist ( = 99 - 33,8 = 33.i6 •■ 



h) Aasgleichong des Wassers in Schlensenbunmeni. 

Sind 2 Schleusenkammern (Fig. 283) mit den Grundflächen Fj 



Wasser liegende 

Fig. 283. 



und F2 durch eine b e i d e r s ^ 
Schützenöffnnng /^verbun- 
den, so wird, wenn die Wasser- 
stände AB und CD der 
Kammern zu Anfang einen 
Höhenunterschied h hatten, 
nach einer gewissen Zeit in 
beiden Kammern sich ein 
Äusgleichswasserspiegel MN 
bilden, der von den ursprüng- 
lichen Wasserspiegeln um ^q 
bezw. i/a absteht. Nach t Sekunden seien die beiden Wasserspiegel 
EG und JK um x bezw. 1/ vom Ausgleich entfernt; dann ist im 



fi 












1 1 




J 
c 


t l 




r. : ■. ; 


f 
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Zeitpunkt« t die wirksame DrnckhOhe ,r -|-?/, daher die Durcbfloss- 
gesdiwindigkeit der SchOtzenQffDung 

w = 9P V^g{x + y) 

und die Durcbflusamenge wahrend der Zeit dt: 

dq = aFdt\r¥g{x + y). 
Nun ist offenbar 

Fio: = Fjy und Ftx^ = F^^y^, 

1) ^ + .v=y(^+l); A = ^, + y(, = y<,(^ + l); 

femer, weil in der Zeit dt die Tiefe sieh am — dy ändert. 



dQ~ ixFdtV^gyi-ß- + l]= — F^dy; mithin 
-F^d 



ßFV2g'V^-\-\Vy 

I — y^; filr ( = t^ ist y 
nng bedeutet Also 

— fi^ r;--,.,, — 2Mi 



Für i = ist 1/ = ?/(,; filr ( = (i ist y = 0, wenn (^ di& 
Zeit bis zor Ausgleichung bedeutet Also 



oder wegen y^ = -= : 



und, mit Vh in Zähler und Nenner multiplicirt: 
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Moltiplicirt man in Zähler und Nenner mit Fit Fj, so kann 
man auch schreiben: 

Die ganze fiberstrCmende Wassermenge beträgt 



= ^j» = 



F,k 

+ 1 



F, 



" 



und da die seknndl. Dnrch- 
flnssmenge za Anfong 

Qo = /iFViJh, 
so ist, wie Gl. 7, S. 249; 

Ffillt sieb die Schleusenkammer aus einem ausgedehnt«Q 
Oberwasser für welches J\ = oo zu setzen ist (Fig. 284), so wird 
V= F^h und 

liFV2gh 

Ähnliches gilt bei der Entleerung einer Schleueeokanamer in 
ein ausgedehntes Unterwasser. 

Beispiel: Es sei (Fig. 283) j; = F^ = 400 q" ; F=(i^m, h = 'iii; 
ß kfum im Mttel = 0,< gesetzt werden. Dann ist y„ ^^^fih =: If^, also 
rK=400ob»! Q„ = 0,8 . 0,1 ■ 4,4» yT= l,ai, und nach Gl. 7: 
(, = 426 ". = 7,1 «t"- . 

Ist nur eine einzelne Schleusenkammer von derselben Gr^tsse 
vorhanden, so wird die Zeit einer Fflllung aus dem Oberwasser 
doppelt so gross sein, wie die oben berechnete Zeit, ebenso die Zeit 
der Entleermig. Die Berechnung dieser Zeiten ist von Bedeutung 
für die Beurtheilung der Leistungsföhigkeit eines Kanales. 

Ausgleichnngszeit des Wasserstandes in den 
Kammern gekuppelter Schleusen, wenn die Öffnung 
zn Anfang nicht beiderseitig unter Wasser liegt 
(Fig. 285). Der Schwerpunkt der Öffnung F liege an&ngs um hi 

K«Dk, HaeliBDik. IL 17 
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Fig. 285. 





oJ- 


H* 




^ -> 









anter dem Oberwasser, am h^ Ober dem Unterwasser, 
drei Abscbnitte des Durchflusses 
zu unterscheiden: 

1. Ausfluss ins Freie durch 
die niedrige SeitenOffnang, bis das 
Wasser der unteren Kammer die 
Untefkante der Öffnung erreicht 

'2. Aosfloss, tfaeils frei, theils 
unter Wasser, wahrend das Wasser 
der unteren Kammer die Öffnung 
mehr und mehr bedeckt. 

3. Ausfluss unter Wasser bis zur An^leichung. 

Der zweite Abschnitt würde die Berechnung umständlich 
machen. Mit BQcksicht auf die Unsicherheit dieser Formeln, 
besonders der Ansflussziffem, lässt man daher diesen Abschnitt als 
besonderen Theil fort und vereinigt ihn mit den anderen beiden, 
indem man den ersten mit Ausfluss ins Freie bis zu dem Ai^en- 
blicke rechnet, wo das Wasser der nateren Kammer den Schwer- 
punkt der Öffnung erreicht, den Übrigen Theil des Durchflusses als 
Ausfluss unter Wasser behandelt 

Während das Wasser der unteren Kammer um Aj steigt, muas 
dasjenige der oberen Kammer um Aj i*: : Fi sinken. Es erfo^ 
also während des freien Ausflusses aus der als niedrig yorausgesetzen 



ÖffnuDg eine Verminderung der Drackhfihe von h^ auf hi — h^ 



wozu nach Gl. 5, S. 249 eine Zeit 
. _ 2^", 



.Fl' 



ßFVi. 



(/*;-]/»,-*,^) 



erforderlich ist. Für die nun b^innende Ausgleichung darch eine 
Öffnung unter Wasser gilt GL 6, S. 257, wenn darin A durch den 

jetzt bestehenden Höhenunterschied A, ' 
entsprechende Zeit ist also 

Fl]/ A] — , 



(j = - 



ftFfiff 
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IL HydrauliBcher Druck. 
Die Gesammtzeit ti ;+ t^ wird also 

W-A- 



' fFVi} 



9) 



2F, 






Ai —hz-. 



Fig. 286. 



B«i8ri«l: Eb sei wiederum /"i = /", = 400*» i A, = l,i">; Aj = 0,i»; 
F= O^qoi, ^ = 0,6, dann wird fiFy~2g= 1,»» und 

I = 433 •■ = 7,t »i»-, 
nicht viel mehr als auf S. 357. 

i) Hydranliaeber Droek. 
Ist das in Fig. 286 dargestellte Getiaa nnten geschlossen, oben 
dem Drucke po, etwa dem Atmosphftrendrack ausgesetzt, so beträgt 
. in einem Qaerschnitte MN, der am y 
unter dem Wasserspiegel li^t, dor hy- 
drostatische Druck nach S. 168 

pi=po + r!f< 

wenn y das Gewicht der KSrpereinheit 
{eines Kubikmeters) Wasser ist. Findet 
aber eine Aiisflussbewegong statt, so tritt 
«ine bedeutende Änderung in den Druck- 
Terhältnissen ein. Der im Bewegunga- 
zostande herrschende Druck wird der 
hydrodynamische oder hydraulische 
Druck genannt und mOge mit p be- 
zeichnet werden. Wir berechnen den- 
selben Quter der Annahme, dass der Be- 
harrungszustand eingetreten sei, dass also 
Ar die Geschwindigkeiten und die Druck- 
hohe Gl I, S. 231 gelte, aber mit Berflcksichtigung der Widerstände. 
. F<lr das ganze GefSäs besteht daher die Beziehung 

darin soll ;« die gesammte Widerstandshohe oder den gesammten 
DruckhChenverlnst zwischen Wasserspiegel und Mflndnug bedeuten. 

17* 
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Sind (wie in Fig. 386) keine plötzlichen OnerachnittsändeningeD 
vorhanden, so ist i^ = zg (Ol. 3, S. 244), anderenfalls wären nodt 
entsprechende zj (Gl. 2, S. 246) hinzuzufügen. 

Betrachtet man aber nnr die Waesermengs zwischen AB und 
JfW, 80 ist vii die AasÖassgescbwindigkeit, p der G^endrack; 
nennt man dann 2, die anf die Höbe p kommende WiderstandshObe, 
so wird, entsprechend der Gl. 1 : 



2) y+'^^V^-?7-?7 + '' »•"' 




Mit p als hydraulischem Druck ist p : ;' die hydraulische 
Druckhöhe bei MN, — + t/ die hydrostatische DmckhOhe daselbst, 
und man hat den Satz: 

Beim Hindurchfliesaen des Wassers durch ein Gef&ss ist unter 
der Voraussetzung, dass der Beharrungsznstand besteht und das 
Geföss überall tou Wasser erfllllt ist, in irgend einem Querschnitte 
die bydrautiscbe Druckhöfae gleich der hydrostatischen, 
vermindert um die Differenz der Gescbwindigkeits- 
hOfaen an der betreffenden Stelle nnd im Wasserspiegel, 
sowie ausserdem vermindert um die zwischen beiden 
Stellen sich ergebende Widerstandshöbe. 

Vemachläss^t man die Widerstandshöbe ;,, so kann man 
wegen J^ow« — FiWi = aFw auch schreiben 

Ist abo an der Stelle MN der Querschnitt JP, -< Jq, so ist die 
Differenz der Geschwindigkeitsböhen positiv, mitbin die hydraulische 
DmckhOhe kleiner als die hydrostatische, u. zw. um so mehr, je 
kleiner der Querscbnitt F^ ist Dadurch also, dass man die vor- 
her geschlossene Öffnung frei macht, vermindert man den Druck 
auf die Geßlsswände in allen den Querschnitten des Oef&sses, die 
kleiner sind als der Wasserspiegel-Querschnitt, und umgekehrt. An 
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«ioem Querschnitte, der mit dem Wasserspi^el-Qaerschnltte gleiche 
OrOsse hat, entsteht darch Eintritt der Bewegang keine Änderung 
des Druckes. Sind die Querschnitte F und J*, klein gegen J^ 
und ist p = Pü, so kann man 

2? 2g 2g lg ' J\* F,* 

setzen, und wenä man noch annimmt, dasa an der Mündang keine 
Einsehnfirung vorkommt, 

Eine Verkleinerung des Querschnittes F^ kann eine bemerkenswerthe 
Verminderung des bydranlischen Druckes hervorbringen. Es wird 
fXpo- d- h. der innere Druck kleiner als der äussere Luftdruck, 
wenn 

F^ 

Durch eine in der Wand angebrachte Öffnung wflrde in diesem 
Falle nicht etwa Wasser herausfliessen, sondern durch den über- 
wiegenden Druck der äusseren Atmosphäre Luft ins Innere des 
GefAsses hineingedrückt oder, wie man dann zu sf^en pflegt, von 
dem stromenden Wasser angesogen 
werden. Der Überschuss des äusseren 
.Diackes gegen den inneren kann durch 
einen etwa mit Wasser gefällten Minder- 
druckmesser (s. Fig. 240, S. 217) 
kenntlich gemacht werden. Wenn der 
äussere Überdruck die Wassersäule x 
im Gleichgewichte hält, so ist 

?^ = ^-x, 

y Y 

also nach GL 5: 

F^ 
— ,r = y — A — ^ oder 



Fig. 287. 



a; + y ■ 
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Ist aber o^ + w < Ä ^=-5 (Fig. 287), so wird der äussere Atmo- 

fipbärendraetc daa Wasser in dem seitlichen Messrohr anfwärte and 
in das Gef^s drücken, oder der innere Minderdrack das Wasser 
ans dem kleinen Nebengeßss ansangen nnd mit fortführen. Dieses 
Ansangen findet statt, wfOin 



8) 



F 1 X + y 



Anf diesem Verbalten beruht die Wirknngsweise des Sanglielwrs 
oder der Sangstrahlpnmpe (F^.288). Das zum Betriebe dienende 
Wasser fliesat aas dem 

Gerinne A abwärts durch ^8- 238. 

eine KShre, welche sich 
zu einer engen Dflse Fi 
zusammenzieht Diese wird' 
TOD einem Gehäuse um- 
schlossen, an welches sich 
nach nnten das Sangrohr, 
nach links das Ansgoss- 
rohr anschlJesst. Denkt 
man sich znnELciist bei F^ 
eine Wand, welche von 
dem Bande der DQse 
nach der Wand des Aus- 
gossrohres reicht, also das Sangrohr von letzterem trennt (in 
der Figur punktirt), so hat man ein von ^ bis 5 reichendes 
DurcbflnssgefSss, in welchem ^1 eine enge StflUe bildet, so dass 
dort ein innerer Minderdmck entsteht Denkt man sich nun das 
Saogrohr voll Wasser, so wird, wenn die Bedingung 8 erfiillt ist 
das Wasser des Saugrohres gegen die gedachte Abschlosswand 
drücken, also, wenn letztere nnn fortgedacht wird, von dem Wasser- 
strahle der Düse angesogen und nach B mitgenommen werden. 

Diese Sangheber, bei denen nicht selten das Wasser einer 
Wasserleitung als Kraftquelle dient, haben den Vortheil, keine 
beweglichen Maschinentbeile zu enthalten und deshalb keiner be- 
sonderen Wartang zu bedörfen. 
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Nach Gl. 5, S. 261 kann man dnrcb fortgesetzte Verkleinerung 
des Querschnittes JP, die hydrauliache DrackhChe selbst bis auf 
Null verraindem; es ist dazu erforderlich, dass 



9) 



sei Macht man aber Fi noch kleiner als Gl. 9 entspricht, so 
würde der hydraulische Druck recbnnngsmässig oegatiT werden. 
Weil aber n^ative Drücke in vollkommen flßsaigen Körpern un- 
ml^lich sind, so h{}rt für 



10) 



=y,+ 



Po 



Fig. 289. 



die Gültigkeit der Gl. 5, S. 261 und damit auch die Gültigkeit 
der Hauptgleichung I, S. 231 für die Ausflussgescbwindigkeit, aus 
welcher die Gleichung für den hydraulischen 
Dnick entstand, auf. Innerhalb desjenigen 
Gefässtheiles , der der Bedingung 10 ent- 
spricht, herrscht ein Druck Null; die Wasser- 
theilchen pressen sich nicht gegen die 
Wandung, füllen daher das GefSss nicht 
ToUkommen aus, sondern fallen in dem 
drucklosen Kaame fVei herunter. An der- 
jenigen Stelle des Gefilases, wo der Druck p 
wieder positiv zu werden beginnt, bildet 
sich ein neuer Wasserspiegel QR (Fig. 289). 
Man sagt in solchem Falle „die Wassersäule 
reisst ab". Denkt man steh dos Gefäss aus 
einem biegsamen Stoffe, etwa Blei, so kann 
man durch Zusammendrücken leicht einen so 
kleuien Querschnitt ^i hervorbringen, dass die Trennung statt- 
findet Dadurch wird aber zugleich die Ausflussmenge vermindert 
An dem engen Querschnitt J*, ergiebt sich jetzt nämlich für die 
Geschwindigkeit wi, weil bei Fi der G^endruck Null herrscht 




^ff[y + 



m- 



ov Google 



264 Zweite Abtheilnag. B. Bewegung flässiger Körper, 

eonach wird an der nnteren öfitaaBg 



ffiv + 



m 



Dieser Wertb ist ^V 2ffh, wenn die Bedingung 10 erfüllt ist. 

Die Hanptgleicfaung ffir die ideelle Aasäassgeachwindigkeit anf 
S. 231 gilt demnach nur, wenn der nach S. 260, Gl 3 berechnete 
Druck p an allen Stellen des Gef^es sich positiv ergiebt. 

Belapiel: Schliesst sieb an ein weites (jefösB von 1 ■> Wussertiefe acharftantig 
eb lothrechtes Rohr Ton 12» Länge (Fig. 290), bo gilt in einer Tiefe y>-l>>> 
tat den hydranliachen Druck p (GL 5) wegen F, = F: 



°: + v-h. 



d. h. in diesem Falle (kr=13™) für j = 



;. 290. 



br 



Die 



RBhre wird daher nur anf die nntere Länge A, ^ lO" 
ansgefttllt; oben, wo das Eobr sieb dem GeßlsB an- 
schlieBst, reiBst die WasBereaiile ab; die Oeachwindigkeit 
beim Eintritt in das Bohr wird 

«^ = y /2j,(l -TM = 0," V^V-Ü = 14,1 1 
die sekimdl WasBermenge wegen der Einscbutirang am 
scharfen Bande 

daher ist die Geschwindigbeit am unteren Ende 
w = I = 9,«f»/.. 



F^. 291. 



k) GesMuntdruck amstrSmenden Wassers auf die GeOsswände. 
Befindet sich das Wasser in einem Gef^ss in Euhe (Fig. 291), 
so heben sich die Druckkräfte / Fh auf zwei einander g^enüber 
liegende parallele Wandflächenstücke 
auf. Entfernt man plötzlich das links- 
seitige Flächenstück F, so wird nun 
die nach rechts gerichtete Kraft ;'J'A 
nicht mehr aufgehoben, so dass das 
Gefäss jetzt einen überschüssigen Seiten- 
druck nach rechts erfährt, während 
links das Wasser auszuströmen beginnt. Mit der Ausbildung des 
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BebarruDgaziutuides der AusÖnsabewegan^' vei^Sssert sich aber, 
wie gezeigt werden soll, der einseitige Dmck &st auf das Doppelte 
der hydrostatischen Druckkraft. 

Zur Entwickelnng benatzen wir ein GefSss (Fig. 292) mit einer 
ziemlich bestimmt erkennbaren einfach gekrfimmten Mittellinie; 
diese sei oben lothrecht, bilde 
aber an der MOndnng mit der ^' 

Lothrechten einen Winkel ö- 
Man trenne am der Wasser- 
Dienge des Qei^ses einen 
Stromfaden heraus, der an der 
Öffnung F den Querschnitt A F 
hat und alle diejenigen Wasser- 
theilchen enthält, welche dem- 
nächst in Folge g^enseitiger 
Verdrängung durch den öff- 
nungstheil dF ausfliessen wer- 
dwL Diejenige Waasermasse, welche durch dF während der Zeit dt 
ausströmt, welche daher gleichzeitig auch durch jeden anderen Quer- 
schnitt des Wasserfadens fliessen muss, sei das Massentheilchen 

m= ^-a-dF-wdt. 




1) m 

Hierin ist w die mittlere Geschwindigkeit des Ausflussstrahles. 
Ein solches Massentheilchen des Stromfadens mit den Koordinaten 
a: und p habe die Geschwindigkeit ■u, die mit der Lothrechten den 
Winkel & bilde. Die Seitengeschwindigkeiten des Massentheilchen 
sind dann 



dt 



und 



dt 



die entsprechenden Beschleunigungen 

d^x d (u sin t?) , d'^y _ 



d(ncos^) 



Die entsprechenden Ergänzungskräfte sind 

md(u sind) rndjucos^ 



mit dem Sinne nach links, bezw. nach oben. 
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FQr die guize Masse des Stromfadens ei^eben sich dann die 
Ergänzangskräfle 

2) djr=j-\d(um&) bezw. dF=^ rf(wco3iJ). 

Diese Ergänznngskräfte bezeichnen wir noch als Differentiale, weil 
die Masse des Stromfadens anendlich klein ist; m ist konstant, 
weil es diejenige Masse bezeichnet, die in einem Zeittheilchen dt 
durch jeden Querschnitt des Stromfadens geht; dt ist fär ob^e 
Intregrale aach konstant, weil die Integration sich über die Länge 
des Strom&dens erstreckt, von der Zeit aber unabhängig ist. midt 
bedeutet nun die Masse, welche in jeder Sekunde durch jeden 
Querschnitt des Stromfadens fliesst; nach Ol. 1 ist 

-— = — a.rfjr -MF, 
dt ff 

Fflr die Integrale in Gl. 2 sind die unteren Grenzwerthe u = wq 
nnd tf = im Wasserspiel, die oberen: u = w and tf = Ö an 
der Mündung. Bei Herstellung der unbestimmten Integrale 
heben sich Integral- and Differentialzeichen auf; daher wird 

dX=-^-'xdF-w{wsin6~0) 

dT= -■'X- dFw (w cos d — Wn). 

ff 
Nehmen wir, fOr die meisten Fälle zutreffend, w^ als sehr klein 
an, so werden die Ei^änzun^kräfte fSr die ganze Wassermenge im 
GefSss erhalten, indem man dF mit F vertauscht, nämlich 

( X^^-'x-F-w^-sinö, 



Y=^--x-Fw^-co3d. 
\ ff 

Die Lage dieser beiden Kräfte hängt- von der Form des GefSsses 
ab und hat gewOhnlicb l<ein besonderes Interesse. An Irgend einem 
Punkt angreifend gedacht, lassen sie sich zu einer Mittelkraft 



4) R = VX^ +¥^ = ^-oi-F-w^ 

ff 
zusammensetzen, die mit der Lothrechten einen Winkel e bildet, mit 
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Die gesammte ErgSnzDng^kraft R hat hiemach mit w gleiche 
Bichtnng, aber entgegengesetsteD Sinn. Mit ihr müssen die äusseren 
Kräfte, die aaf die Wassermasse ini Geßsse wirken, im Gleich- 
gewichte sein ; es siud dies die Schwere Mff and der Drack der 
Geßsswände gegen das Wasser. Nennt man S den wu^erechten nach 
rechts gerichteten, V den lothrechten aufwärts gerichtetea Druck 
der GefUsswäiide gegen das Wasser, se ist 



H 



= jr=^aFwHiad, 



-■Mg- 



ajfw'cosö. 



Nach dem Satze der Wechaelwirkong (Theil 1, S. 34) übt das 
Wasser auf die Gefässwände die Kräfte H and V nach links bezw. 
abwärts ans. Bei geschlossener Möndang (w = 0) war ff=0, 
V = Mg; mithin kann man die Sache so ansehen, wie wenn als Folge 
der Ausfinssbewegung im Beharrangsznstande zwei Druckkräfte ^ 
und Y entstellen, die von dem strömenden Wasser auf das Gefäss aus- 
geübt werden und zu den im Bnhezustande wirkenden Dmckkräften 
hinzukommen. ^ hat entgegengesetzten Sinn mit wsinö, F bildet 
eine Verminderung des Bodendruckes. Die Gesammtkraft M, ent- 
gegengesetzten Sinnes mit w, heisst die Reaktion des aus- 
fliessenden Wassers. Man kann auch schreiben 



6} 



Ii = 2y-'. 



Flg. 293. 



und wenn man noch w^ = ^--iffh setzt, 

= 2-(p-fiy-F-h, I 

oder mit Q = iFw als sekundl. Aus- «jj- 



7) 



8) 



JS = 



-Ow. 




Findet (wie in Fig. 292) an der Mündang keine Einschnürung 
statt, so dass fi = ^, so ist, weil q>^ nicht viel von der Einheit 
abweicht, R fast das Doppelte der hydrostatischen Druckkraft yFk 
gegen die Mündung, wie R. 365 ges^ wurde. 

Hat w wagerechte Richtung, so wird, mit d =*. 90", B 
= 'i^-fi-y-F-h ebenfalls wagerecht (Fig. 293). 
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Eine gleichlOrmige Verschiebung des Oefösses ändert an den 
Kriften nichts. Es wird w = y V"2jrA die scheinbare (relative) 
Ansflnssgeschwindigkeit des Wassers in Bezog aof das GefSss; 
macht man dftber d&s Gei^ leicht beweglich, so wird der Seiten- 
drack R des aosfliessendeo Wassers einen ebenso grossen Wider- 
.stand aberwinden kflnnen. 

Beispiel: Auf einem Eisenbalin wagen sei ein Waaserbehälter angebraclit, 

der nnten eine Seitenöffimng njit gat abgenindetera Mundstücke von 0,ii™ 
DnrchmesBer enthält Der WasBerapiegel liege um A ^ 2m über der Öffnung. 
Dae aasflieEBende Wasser eneogt eine wagerechte Dracbkraft gegen das Geföse 



3. 1000 -0,1* 



= rund 42 k«. 



und somit gegen den Wagen ' 

Kechnet man die Widetstandsuffer des Eisenbahnwagens = V<m (s. 1- Theil, 
S. 25.i), 80 darf der Wagen ein Gea am mtge wicht = 400 ■ 42 = 1 G 8O0 ^B haben, 
wenn er durcb den WasaeraastltlBS in langsamer Bewegung erlialten werden eolL 
VorsteheDdes Beispiel entspricht keinem wirklichen Gebraache, 
stützt sich vielmehr nnr auf künstliche Annahmen. Thatsächliche 
Anwendung aber 

findet der Wasser- Fig. 294. 

strahl znm Be- 
triebe von Schiffen, 
sog. Strahl- 
schiffen 
{Reaktionsschiffen) 
(Fig. 294). Eine 
durch eine Dampf- 
maschine getrie- 
bene Kreiselpumpe 
£' saugt durch eine 
Öffnung im Schif&boden Wasser an und presst dies in Bohren, 
ans denen es in wagerechter Bichtnng zur AnsstrJimung gelangt. 
Der beim Ausfliessen auf die Bohren und somit auf das Schiff 
ausgeübte ßückdruck dient zam Forttreiben des Schiffes. Beim 
Vorwartsfahren (nach rechts) strCmt das Wasser nach rückwärts 
aus den öfinungen A und B. Durch Umstellung von Klappen V 
kann man den Ausfluss auch bei' C und D bewirken, um 
das Schiff zeitweise rückwärts zu treiben. Ausfluss bei A und I> 
bewirkt Bechtsdrehaog, bei B und C Linksdrehung des Schiffes 
ohne Zuhülfenahme des Steuers. Die hieraus ersichtlicbe gute 
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Stenerl^higkeit des Strahlschiffes hat znr Folge gehabt, dass 
diese SchiSaanordnung, welche sich für den gewöhnlichen Schiffs- 
verkehr nicht Tortheilhaft erwies, in neuerer Zeit für Bettangsboote 
Anwendung gefunden hat (s. G^nie civil, 11. September 1893, 
S. 332 und 27. April 1695, S. 407; Engineering 11. Oktober 1895, 
S. 411). Ansflussrohre _E und F (punktirt) geben die Hüglichkeit, 
auch in der Querrichtung Triebkrllfte wirksam zu machen, was in 
der Kähe eines hülfsbedürftigen Schiffes von Wichtigkeit sein kann. 

1) Drnck eines Wasserstrahles K^gea eiDC denselben 
auffangende FlSch«. 
Trifft ein Wasserstrahl mit der Geschwindigkeit w in der 
Nähe der Mündung auf eine feste Fläche (Fig. 295), so erfährt der 
Strahl eine Änderung seiner Form, 
indem die einzelnen Stromfäden ab- 
gelenkt werden; da nun zu jeder 
Grössen- oder Richtungsänderung 
der Geschwindigkeit eine Kraft er- 
forderlich ist, so muss die feste 
Fläche auf den Wasserstrahl Kräfte 



Fig. 296. 



Fig. 295, 




Die Fläche sei zunächst recht- 
winklig zu w, dann wird der Strahl 
sich nach allen Seiten auf der Fläche 
ausbreiten und wird nahezu einen UmdrehnngskOrper bilden, dessen 
Achse in der Mittellinie des Strahles liegt Die Abweichung, welche 
durch die Einwirkung der Schwere herbei- 
gefthrt wird, kann meist vernachlässigt 
werden; dann darf man annehmen, dass die 
Wassertheilchen ihre Geschwindigkeit nnr 
der Eichtung nach ändern. Dort, wo die 
Achse des Strahles die Fläche trifft, ent- 
stehen Wirbelbewegungen, die keine besondere 
Beachtung erfordern. 

Ein Längentheilchen eines Stromfadens (Fig. 296) habe wieder, 
wie auf S. 266, die Masse 

m. = ^i-dFwdt 
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find die Koordinaten x und y, dann wird 





dx , 


du 
dt 


w sin fl; 




d'n <i(«.l!08ä) 

dC dt • 


■IV 
dl' 


<l(wsin#) 
dl ' 


mit den 


Erganzangakräften 








diwccsS) 
'" dl 


und — « 


d{wam&) 
" dl 



Letztere wird dorcli den Beitrag eines anderen Stromfadens, 
-der Zorn betrachteten symmetrisch ist, aufgehoben; die Ergänzuogs- 
kraft in der ^-Bichtong wird ftir den ganzen Stromfaden, wenn 
derselbe eine gesammte Ablenicnng d erfährt, 

dX= — -^\d{w<md) = — ^„.(cosö— \) = ~w{\ — cosö). 
AtJ. ät dt 



Querschnittstheil dF strOmt. Ist nun Q die sekundliche Wasser- 
tnenge der ganzen Mündnog in ''"', die sekundliche Masse also 
yQiff, so wird die Ergänzungskraft fflr den ganzen Strahl 

X=^Qw{l — cosö) 
ff 
mit dem Sinne nach rechts; ebenso gross, aber dem Strahl ent- 
gegen gerichtet, ist die äussere Kraft, die die Fläche auf den Strahl 
liehufs der Ablenkung ausübt, während die Kraft i>, mit welcher 
der Strahl auf die Fläche wirkt, nach dem Satze der Wechsel- 
wirkung wieder mit X vC^llig übereinstimmt, d. h. 

1) D = ^-Q-w{i — cosö). 

Ist die Fläche eben und gross genug, dass der Strahl sich 
TOllig auf ihr auszubreiten vermag, so kann man ö — 90*> an- 
nehmen, und es wird dann 



d. h. ebenso gross wie (nach Gl 8, S. 267) der Bückdmck des aus- 
fliessenden Wassers auf das Gefäss. Befestigt man daher die Platte 
an dem Gefässe, so geben der Bückdmck auf das Gef^s and der 
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Dmck des Stralilea gegen die Platte die Summe Null, so dass das 

Ganze, in wagerechtem Sinne leicht bew^- 

lich gemacht, nicht in Bewegung gerathen ^g- ^^^• 

wird. Der Druck D des im Beliarrangs- 

znstande hefindlichen Strahles gegen die 

Hatte ist (S. 2(j7) fast doppelt so gross wie 

der Dmck auf die Platte sein wflrde, wenn 

sie die Mündung verschlösse. 

Wird der Strahl nach Fig. 297 gegen die Spitze eines Kegels 
geffihrt, so ist in Gl 1 fUr d etwa der Neigongswinkel der Eegel- 
Boiten gegen die Achse in setzen. 

Ist dem Strahl aber die hohle Seite einer Umdrehnngsüäche 
entgegen gestellt (Fig. 298), so bat man in Gl. 1 cos d mit 
co3{it — ö) = — cos ö zu vertauschen, 
weil die Stromf&den im Ganzen um^r — Ö ^8' ^^^■ 

abgelenkt werden, und es ist 

3) I> = ^Qw(l + cosöj. 

Weicht die Fläche mit der Ge- 
schwindigkeit c im Sinne des Strahles 
aus, so ist an Stelle von w in den vor- 
stehenden Gleichungen selbstTerst&ndlich die scheinbare (relative) 
Geschwindigkeit w — c des Strahles in Bezog auf die Fl&che ein- 
Eoführen, es wird aus GL 1 : 

y Fig. 299. 

4) Ö = ^e(i(. -c)(l — cosö). 

ff 
Ist die den Strahl auffangende, mit der 
Geschwind^teit e (|| w) ausweichende Ebene 
gegen die Eicbtungen von w und c um 
den Winkel £ geneigt, so zerlegt man die 
scheinbare Geschwindigkeit w — c in die 
Seitengeschwindigkeiten (w — c) cos £ parallel 
der Kbene und {w — c) sin £ rechtwinkl^ dazu. Erstere hat,, 
at^eseben von der Reibung, die wir vernachlässigen, keine Ein- 
wirkung auf die Ebene, und letztere bewirkt, da vollkommene FlQssig- 
keiten nur rechtwinklige Druckkräfte ausüben, einen M'ormaldmck 

5) I> = ^Q,{w — c)8iae. 

9 
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m) L. Eulen Gnmdgleibbniiseii f&r die BewegiiBg; tropfbar- 
flHssiger. KOrper ohoe Reibung. 
Ein Punkt P (Fig. 300) dea flüssigen Körpers, dessen Koordinaten 
X, ,v, : sind, bewege sieb wSbrend des Zeittbeilcbens dt nacb Pit 
projizirt man dann PP, = dg ia der Richtung der drei Achsm, 
so erhält man die drei Projektionen 
dx, dy und dz. Das ParaUelepiped £1^.300. 

dieser drei Seiten enthalte das Masemi- 
tbeilchen 

m = —dx-dydz. 
9 
Die Gescfawind^keit desselben sei 
dt 



dt 



zerlegt in 



dx 





f 


« 


7 


4r 




p. 


4. 


y 













dy dz 

Der bei der Bewegung herrschende (also bydraoliscbe) Druck 
im Pnnkt P werde p genannt Dieser Druck p ist an einer Stelle P 
nach allen Biehtnngen derselbe (rergL S. IST), wechselt aber in 
dem flüssigen KOrper von Ort zu Ort and ist auch im Allgemeinen 
mit der Zeit Teränderlteh. Auf das Hassentheilcben wirke eine 
Uassenkraft m-R mit den Seitenkrfiften m-X, m-Y and mZ, 

In der Bicbtung der ;r- Achse wirkt aaf das Massentheilcben m 

auf der linken Seite des Parallelepipeds mit dem Sinne nach rechts 

die Druckkraft p-dydz, auf der rechten Seite des Parallelepipeds, 

du 
wo der Druck auf die Flächeneinheit "^ •¥ ^ä 

I öi) ' 
Sinne nach links die Kraft \V + -^d 

V ax . 

nach rechts die Massenkraft m ■ X. Daher wird die Beschleunigung 
in der <r-Bicbtang: 

dwi ^ öp dx-dydi 



• T^ dx betritt, mit dem 
- dx\ dy ■ dz. Endlich wirkt 



dt 



f = X- 



oder, weil 



ox y 
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Im. L. Enlere Gnmdgteicliaiigen fOr die Bewegnng flDsGiger Körper. 273 

Die Geschwindigkeit w in dem E'unkte P des flOssigen KQrpers 
ist nnn im Allgemeinen eine Fanktion von .r, ;/, z und t, and 
weil bei der Bewegung Ton P nach Pj sich alle diese vier QrOssen 
ändern, so ist dw^ in Ol. 1 ein totales Differential, mithin 



tr oy Oz 



+ -irf<^' + - 



Hiernach wird aus Gl. 1: 



£. ^ = V — '— — + — — + — — 4- —1 
y dx {die dt 6y dt Öz dt 6t i 

oder aacb, weil 

da! dy dz 

IT-"'-' -di-"-' dt-"'-'- 

;' oar l da; ' Oy oz ot \ 

nnd ebenso fOr die beiden anderen Achsenrichtungen: 



?*P_x^_L ^_L... ^_u,.. ^^^ 



3) 

' y oz \ ox ^ oy Oz ot } 

In den Raum des Parallelepipeds PPi tritt während Axit 
Zeit dt links durch den Querschnitt dydz mit der Geschwindig- 
keit w, die Raummenge ein: dydz-Wg-dt, rechts aber w^en der 

Geschwindigkeit w,+ x^*^^ "^'^ Menge dydz- (w, + -r-^ifarl-tit 
aus; der Überschuss des Abflusses ist also 
dy-dz--i-^-dw-dt. 

" Ox 

Der 'Überschuss des Abflusses in der y-Richtung beträgt 
in der 2-Richtang: 



dx-dz--r-^-difdt, 
öy ^ 



dwdy-T-^-dz-dt. 
Der GesammtrÜberschuss betr^ mithin: 

j j j j. 1^^' I *«■» 1 ^«'A 

dx-dy-dz'dt- l-r — 7—^ H — r — I 

^ \ox öy özj 

Ka<k, HMhuik. Ü. 
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Unter der Annahme nun, iaaa sich innerhalb des fiOssigen 

. Körpers kein leerer Baum befinde and daas die Flüssigkeit nicht 

zosammendrückbar sei, muss der das Massentheilchen enthaltende 

Baum nnveränderlich, d. h. vorstehender Oesammt-Überschnss Null 

sein, oder 

5) X^ + X* + T^-»- 

ox Oy oz 

Diese Gleichung beisst die Eontinuitäts-GIeichung. 
Man k&nn letztere Gleicbtiiig auch noch in utdereT Weise sbleiten: Der 

Bauminlialt des MasseutheilcheUB m ist di-dy- dt; soll dieser mit der Zeit 

sich nicht ändern, so mnse 

jj Hi'-dy i-l^„ „1., od.. 



7) 



.-£* j.j..j..iil- 



Darin bedeutet ddx die Zunahiae der Länge Sa während der Zeit dt_ 
Dft nun die Gesdiwindigkelt in der x-Bichtnng im Pnnirto P mit den £oordi- 



Daten 


X, y, » die Grösse 


wi, im 


PunkteP, 


aber die Grösse m. 


+ 


ix 


hat, 


fio mnas sich die Kante a 
mithin ist obiges 


\x während der Zeit dt 
ddx = ^dx-dt; 


ebenso 


■ dt 


TergrSeaem, 






ädy- 


-'■^■" 


■dt 


und 









dd$= -^-df-df. 
dl 
Hiemach wird aus Gl. 7: 

was ebenfalls zn GL 5 itthrt, 

Gleichungen 2 — 7 sind die allgetneinen Gleichungen fUr die 
Bewegung reibungsloser tropfbar-flüssiger Körper, welche Leon- 
hard Euler (geb. 1707 zu Basel, gest 1783 zu Petersburg) im 
Jahre 1755 aufgestellt hat 

Es soll nun angenommen werden, dass der Beharrangs- 
zuatand eingetreten sei, d.h., dass an jeder Stelle des Gefäss« 
oder Raumes, in dem die Flüssigkeit sich bewegt, die Geschwindig- 
keit w und der Druck p von der Zeit unabhängig, dass also w 
und p nur Funktionen von x, y und z seien. Ebenso sollen auch 
die Beschleunigungen X, Y und Z nur Funktionen des Ortes sein. 
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Multiplicirt man Gl. 1 mit w^dt = dx, so wird 

if, • dtv. = X-dx — — -r^dx oder 
;' ox 

2 y ax 

Ebenso gilt: 

Weil nnn p eine f{x, y, z), so ist 

o^ oy ö^ 

mithin ei^iebt die Addition obiger drei GeicIiungeQ, weil 

(if-^) = -Tt/a + Ydy + Ztfs — -^dp. 

Ist nun an einer Stelle mit den Koordinaten ^g, y^, z^ die 
Geschwindigkeit woi d^i* Druck pg, so ergiebt die Integration 



8) 



= [{Xdx + Ydy + Zdz) — ^(p-p^). 



In dem besonderen Falle des Ruhezustandes wäre w = w^, 
auch ginge der hydraulische Druck p Qber in den hydro- 
statischen Druck p, und man hätte, in Übereinstimmung mit 
Gl. 2, S. 226: 

0= [xdx + Ydy + Zdx—^(p — po) . 
Hiernach kann man 

\Xdx — Ydy + Zdz 

vertauschen mit —(p — p^), wenn p und p^ die hydrostatischen 
Drücke an den Stellen x, y, z und xq, y,,, zq sind, die den 
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gegebenen Uasseokräften im Buheznstand eotsprechen würden. 
Durch deren EinfflhruDgMvereinfacht sich Gl. 8 ?.a 

^"^ V ^ p— yo P — Po 
2? 'ig r r ' 

Bezieht sich die Geschwindigkeit w^ auf einen freien Wasser- 
spiegel, so ist dort der hydraulische Druck % gleich dem hydro- 
statischen Dracke ^o, mithin 

'' r- r ytg ''sr 

Wir haben hiermit das Gesetz der hydraulischen Drack- 
hOhe (s. S. 260} auf anderem Wege erhalten. 

Ist noch die Schwere die einzige wirkende Wasserkraft und 
richtet man die positive i/-Achse lotbrecht abwärts, so ist 
p= Pü-^ ry also 

r r ^^ \^ff 2?/ 

Hat man also ein Geßlss, ans dem das Wasser durch eine um 
h unter dem Wasserspiegel liegende Öffnung mit der Geschwindig- 
keit w ausströmt und herrscht an der Mündung ein Gegendruck Pmi 
.so ist auch der hydraulische Druck p dort = Pmi und man erhält 
flr y — 4: 



i + h- 

r r 



P- _To 

r r 

(tiisc die bekannte Gleichung (S. 259) 

An die Stelle der Eontinnitätsgleichnng (Gl. 5, S. 274) tritt hier 

2. Bewegung des Wassers in Röhren. 

a) Lfitnngswiderstand gerader cylindrischer RDhren. 
Beim Dnrchfliessen einer längeren Röhre Tom Querschnitt F 
und der Länge l zeigt sich ein besonderer Widerstand, ein be- 
sonderer Drackhöhenverlust oder eine Widerstandshöhe s. Dieser 
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von der Beibang herrührende Widerstand folgt wesentlich anderen 
Gesetzen als der Beibungswiderstand fester Körper (Theil 1, S. 189). 
Er ist ntolich ganz unabhängig von dem Drucke des Wassers, nahezu 
TerhSltnisgleich mit der Ber&hrungsflftche und mit dem Quadrate der 

Geschwindigkeit w, also auch mit der Geschwindigkeitshohe ^r— . 

Ist u der innere Umfang des Köhrenquerschnittea, so berühren sich in 
einer Bohre von der Länge .1 das Wasser und die Wandung in 
einer Flüche u-l. Die Summe W der Beibungswiderstände längs 
der Bohre lässt sich daher schreiben 

1) W=Kul^. 

Cm die entsprechende WiderstandshObe z zu finden, berechnen 
wir (nach S. 245/6) die während eines Zeittbeilchens dt verrichtete 
Widerstandsarbeit d^ und setzen diese = m^z, wenn m wieder 
diejenige Wassermasse bedeutet, welche während der Zeit dt jeden 
Querschnitt durchstrOmt Bei einer Geschwindigkeit wistwdt der 
Gleitweg des Wassers in der BOhre während der Zeit dt, mithin 
d?t = W-wdt. Femer ist mg = y-F-w-dt und 
dV. ,«.2 ^^f 

mg -2g r-F-wdt 

K ul w^ 

Setzt man k = yß, so wird 

3) '-^^2j 

mit ß als Widerstandsziffer für Wasser in Bohren beliebiger Quer- 
schnittsform. Für cylindiische Bchren vom inneren Durchmesser d 
ist im Besonderen m = dn, F = ^l*d'^n, mithin 

oder, wenn man für diesen besonders häufigen Fall 

4) iß~X 

setzt und X als Widerstandsziffer cjlindrischer Wasser- 
leitungsrühren bezeichnet. 
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Als erste Annähening ist nacb Dapoit 
6) A. = 0,03 zu setzen. 

Eingehendere Versuche haben aber gezeigt, dass X nicht nar 
mit dem Grade der Baabigkeit der inneren Böhrenfl&che sich ändert, 
Bondent anch noch in gewisser Weise TDn der Röhrenweite d and 
der Geschwindigkeit iv abhängt, dass also die vorläufig angegebene 
Proportionalität des Widerstandes mit der Fläche w? und dem 
Quadrate der Qeschwindigkäit nicht genau zntrifFt. 

Nach au^edehnten Yersachen des französischen Ingenieurs 
Darcy vom Jahre 1857 ist ffir neue eiserne oder bleierne Bohren 
nach Fortlassnng entbehrlicher Ziflfem: 

.=(„,. + «-5). 

Hiemach wQrde also ^ von w nicht abhängig sein. 

G. Hagen (Berlin) hat aas eigenen and Darcy's Versuchen 
eine Formel abgeleitet, die auf die Temperatnr des Wassers Bflck- 
sicht nimmt. Es mOge hier nnr der abgerundete Werth für eine 
Temperatnr von 10" C. angegeben werden: 

8) -1- 0,0236 + ?^. 

Innerhalb der gewöhnlich vorkommenden Grenzen für d und w 
schwankt J. nach Gl. 8 nur zwischen 0,024 und 0,027 , so dass man 
(nach Grashof, Theoretische Maschinenlehre, 1. Bd., S. 483), wenn 
man wegen geringer Unreinigkeit der Bohren die Zahl noch mit etwa 
1,3 multiplicirt, wieder zu dem runden Mittelwerthe ^ = 0,03 gelangt 

Für HolzrOhren, wie sie im Gebirge noch vorkommen, hat 
maß etwa ^=0,035, für Bohren, die durch feste Niederschläge 
ans dem Wasser stark verunreinigt sind , A, = 0,04 zu setzen ; 
ausserdem pflegt man im letzteren Fall eine Querschnitteverminde- 
rung in Folge der Niederschläge auf etwa *lb zu berücksichtigen. 

Es sei noch erwähnt, dass der franz. Ing. Flamant (s. Annales 
des ponts et chauss^es 1892, Sept., S. 301) 

9) X = -^ 

entwickelt hat, wobei für glatte Bohren aus Blei, Glas, Schmied- 
eisen m = 0,0102 bis 0,0122, Illr neue Gusseisenröhren m = 0,0145, 
fQr gebrauchte Gnsseisenröhren m = 0,0i8i zu setzen ist. 
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Siad nun 2 GratSsse oadi Fig. 301 dnrdi eine BShre von der 
Weite d, der Lange /, dem Querschnitt F mit einander verbanden, 
Bo ermittelt man die Geschwindigkeit w in der BShre, indem man 
wieder wie auf S. 246 die wirksame Druckhohe in die einzelnen 
Tbeile zerlegt, wozu sie verwendet wird. Dabei verfolgt man die 

Fig. 301. 




Waaserbew^ung vom Ober- bis znm Unterwasser, um keine Wider- 
standshGhe zu Übersehen. Das Unterwasser ist als Mündung zu be- 
trachten; daher ist an Stelle der beiden ersten Glieder der rechten 



Seite von GL 3, S. 246 za schreiben: -^ ^. An Wider- 

standshGhen kommt zuerst der Eeibungsverlost im Obergeßsse mit 
Cq-^ in Betracht; sodann der Stossverlust bei scharfkantigem 



Anschlüsse der Röhre 
Verlust in der B&hre mit ^ 



-; dann der Keibungs- 

Beim Übertritte des Wassers 
aas der engen Köhre in das üntergef^ erfolgt ein Stossverlust 
5 — —, endlich im Untergeßss ein Beibnngsverlnst wie bei 



247) mit ^ 

l ■ 
d 2^" 



. i^ 



10) 



d. h. 


mit 


'«27 


Sonach wird 


+ C 


"27 


1 **" 


— w 


' 1 ■' 




in 


' ■'<! 


(■»- 


jal' 


+ r, 


«,' 
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Um die verschiedeDeD Geschwindigkeiten auf w zarückzuföhren, 

wF F w . 

setze man w^ = -r=- ; w^ = w -=- ; Wi = — , dann wird 

Ist nnn, wie gewöhnlich, der Bohrenqnerscbnitt F sehr klein 
g^enüber F^ und F-i, so wird der vorletzte Summand = 1; hier- 
g^en verschwinden die beiden ersten Glieder des Elammem- 
ausdracks, so dass man erhüt 



12) 



2£* 



Mit Co = 0,085, Kl = 0,64 Wird dann (rand) 



13) 



igh 



1/1,6 + 



l • 



Beispiel: A = 2"", I = 30", d = 0,1« und J = 0,w giebt 



■-n 



2g-2 



' 1,. + 0,« 

Q=7,d>ff.K, O,ouofc». 

V"2j-2 := 6,i läBHt im Vetgloiche mit w den Einflnea der WideretSnde erkennen. 

Soll die erforderliche Bohrenweite d bei gegebener 
Bekundl Wassermenge Q, g^ebenen h und l berechnet werden, so 
bedenke man, dass 



<i~^'' 






i 4 

woraus sich 

ergiebt Man löst diese Gleichung nach d auf, indem man vorläufig auf 
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der rechten Seite das Glied I,6rf vernachlässigt, hiermit einen 
Annäherungswerth fßr d erhält, nämlich 






Q^l ■■ 



15) 

oder för >l = 

16) d = 0,3 

und diesen auf der rechten Seite der Gl. U einflihrt. 

Setzt man filr eine Leitung, die mit Sicherheit fQr längere 
Zeit, d. h. auch nachdem sich Niederschlage in der KChre fest- 
gesetzt haben, die Wassermenge Q liefern soll, in Gl. 15 den Werth 
A. = 0,04 und vertauscht wegen der Verengung des Querschnittes Q 
mit ^/iQ, so erhält man 

17) ' "--■;■' 



.0,S.|/^' 



Eine Böhie soll Q =^ 0,>i<ka>/i. liefern bei einer LSnge 
{^lOOm und einer verfügbaren Druckhöhe A^Si^. Dann ist vorläufig 
nach GL 16: 



.|/^ 



nnd d ^^= 0,iu », d. h. nni wenig mehr alE der Torlän%e Werth. Wählt man 
nnter Vemachläasigang von l,ad die GL 17, so erhält man 



■vf5=^ 



Für die meisten Fälle der Anwendung wird diese Gl. 17 zu wählen sein. 

b) BenntznDg der Drnokmesser (PiSzonieter). 

Bringt man an den Stellen A und B (Fig. 302) eines Leitungs- 
rohres lothrechte Wasserrohren an, so wird in diesen das Wasser 
bis zu einer Höhe x^ bezw. X2 sich erheben und in dieser, dem 
hydraulischen Druck an den Stellen A und B entsprechenden Höhe 
in Bohe verbleiben. Bezeichnet p^ den hydraolichen Druck bei A, 
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SO ist p, = yxi . Nach Gl. 3, S. 260 ist dann ffir die Stelle A 
welche um i/, nnter dem Oberwasser liegt, 



Xi = 



(Po 



+ y. 



«'o" 



wenn w die Geschwindigkeit in der KObre und z^ die Snmme der 
Widerstandshöhen zwischen dem Oberwasser nnd der Stelle A. 
Ebenso gilt dann fDr die Stelle B 



x^ = 



Po 



+ P2 



_ jV' 



'h- 



Zieht man von dieser Gleichung die vorige ab, so entsteht: 
^2 — i^i = Vi — yy — ih — h) oder 
iVi — ■»2) — (yi — a^i) = ih — H) • 
Nun ist (.^2 — ^3) die Tiefe des Dmckwasserstandes D , 
(3/, — «,) die- 
jenige des Dmck- 
wasserstandes C 
unter dem Ober- 
wasser. Der 
Unterschied bei- 
der ist also der 
anmittelbare 
Höhenunter- 
schied z der Druckmesser -Wasserspiegel C und D; und nach 
letzterer Gleichung ist diese Höhe z = z^ — Z] . Es bedeutet aher 
Z2 — 2| die auf die Strecke AB = l entfallende Widerstandshohe, 
mithin wird die zwischen zwei Stellen A und B einer 
Böhrenleitung auftretende Widerstandshöhe unmittel- 
bar gemessen durch den Höhenunterschied der Wasser- 
spiegel zweier in A nnd B angebrachten Druckmesser 
oder Piezometer. (Letzterer Name kommt von dem griechischen 
Worte -li^to — drücken.) Für den Fall der Figur 302 würde 




wenn / die Entfernung der beiden Stellen A and B von einander 
bezeichnet 
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Fig. 303. 



2c. Knie- nnd EropfrölireD. 283 

Solche Druckmesser sind benutzt worden zur Ermittelung der 
Ziffer A; ebenso aber auch zur Messung anderer Widerstandshöhen, 
die durch Kichtungsänderungen , Abstellvorrichtungen (Schieber, 
Hähne, Ventile) u. dgl. verursacht werden. 

c) Widerstand von EnierSlireii nnd gekrfimmten RShren. 

Erfährt eine Bohre einen scharfen Enick um einen Winkel 2 A 
(Fig. 303), wie solches bei Holzröhren vorkommt, so kann das 
Wasser dieser plötzlichen Riehtungs- 
änderung nicht folgen; vielmehr wird 
anmittelbar nach dem Knick eine 
Einschnürung und Wiederansbreitung 
vorkommen, was nach S. 247 einen 
Stossverlost erzeugt Versuche, welche 
Weisbach darüber angestellt hat, 
sind dnrch die Formel 

1) Cj = 0,9457 sin ^6 + 2,047 sin*ö 

znm Ausdrucke gebracht, wenn die Widerstandshdhe Ca ^7- bedeutet 

d= 10" giebt Ca = 0,046, 

„ = 20» „ „ = 0,139, 

, = 30" „ „ = 0,364, 

„ = 40" „ „ = 0,740, 

„ = 45 » „ „ = 0,084 . 
Für Kropfröhren (Krümmer), deren Mittellinie nach einem 
Viertelkreise vom Halbmesser q geformt ist, gilt mit derselben 
Bedeutung 




2) 



= 0,131 ■ 



1,847 ■ 



^jid 



0,2 0,3 0,4 0,5 



wird Cj = 0,138 0,!58 0,206 0,294 0,440. 
Entspricht die Krümmung nicht einem Viertelkreise, sondern 
einem Mittelpunktswinkel von ö Graden, so setzt man die Wider- 
standshohe 
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d) Widerstand bfim Darchgange darch Schieber, H&hne, 
Drosselklappen nnd Ventile. 

Dieae Widerstände beruhen aämmtUch auf innerer Einschnflrang. 
Weiabach's Versuche Tom Jahre 1842 haben zu 
folgenden Ergebnissen geführt 

Schieber in kreisförmigem Bohre: 

Ist F der Querschnitt des unrerengten liohres, 
w die Geschwindigkeit in demaelben, Fi der durch 



den Schieber verengte Querschnitt, C3 



•^9 



die 




Widerstandshöhe, so ist nach Fig. 304 bei 

J = Vs ■ V« Vb Vs Vs Vs Vs 

-rf = 0,948 0356 0,740 0,609 0,466 0,315 0.159 

C3 = 0,07 0,26 0,81 2,06 5,52 1 7,0 



Schieber im Rohre von rechteckigem 
Querschnitte (F^. 305): 



^ = 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 



97,8. 
Fig. 305. 



Ca = 0,09 0,39 0,95 2,08 4,02 8,12 17,8 44,5 19, 

Hahn mit kreisförmiger Durchgangsöffnung; Stell- 
winkel ö (Fig. 306): 
Stellwinkel Ö= 10» 20» 30» 40« 50" 60» 65" 820 

-^ = 0,850 0,692 0,535 0,385 0,250 0,137 0,091 
C3 = 0,29 1,56 5,47 17,3 52,6 206 486 00. 
Hahn mit rechteckiger DurchgangsöfFnung: 

670 



Stellwinkel «-10» 


20« 


30» 


40" 


50» 


^ = 0,849 


0,687 


0,520 


0,352 


0,188 


{k-0.31 


1,84 


6,15 


20,; 


95,3 
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Drosselklappe (Fig. 307) in kreisförmigem Rohre: 

Fig 306. Kg. 307. 



y.t 



Stellwinkel ö = 10" 

Cj = 0.52 

Drosselklappe 

Stellwinkel ö= 10« 
Cs = 0,45 



20" 30" 40" 50" 60° 
1,M 3,91 10,3 32,e 118 
in rechteckigem Bohre: 
20" 30" 40" 50" 60» 
1,34 3,54 9,27 24,6 77,4 

Fig. 308. 



Für Kegelvontile (Pig. 308) ist 

C, = (l,537^-l)\ 

wenn F^ der kleinste Darchflnsaquerschnitt 

Für Klappenventile (Pig. 309) ist, 
wenn die Öffiiung im Ventilsitz 

F^ = 0,535 F, 

ffirÖ = 70" 60" 50" 45" 40" 35" 

Q, = 1,7 3,2 6,6 9,5 14 20 




e) Wasserleitung mit Terzweignnp. 

Von einem Hauptbehllter A (Pig. 310) werde nach zwei 
Stellen B und G die 

seknndl.WassermengeQi ^- ^"'■ 

bezw, Q2 geliefert. Von ^™^p^ 

A nach D fahre ein ^-^ \ — ' 

Hanptrohr von der Weite 

d, der Länge l. Hier 

theile sich das Bohr in 

die Zweige von den Ab- 

messDiigen <j,, Z, bezw. 

t^, ^. Zur Berechnang 

von Qj and ^ denke man sich an der Verzweigangastelle D einen 
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Druckmesser (Piözometer) angebracht, dessen Waaaerspiegel nm z 
anter dem Oberwasser li^en möge. Dann ist ; die wirksame 
Drucläiöhe von A bis D, d. h. nnter Vernachlässigung der nn- 
bedeatendtn KrOmmangen: 

» '-^(■■'' + 4)- 

Wenn man annimmt, dass der Übergang aus dem Hanptrohr 
in die beiden Zweige allmItUich erfolge, braucht ein Verlust dort 
nicht angenommen zu werden. Auch wollen wir voraussetzen, der 
Unterschied zwischen w, W] und icj sei so gering, dass zur Er- 
zeugung der letzteren beiden Geschwindigkeiten au^ der ersteren 
keine nennenswerthe DruckhShe nQthig werde. Von Z> bis B ist 
Ai — z die wirksame Druckhßhe, welche zur Überwindung der 
RChrenreibung und der GetUssreibung bei B dient, daher 

2) . ._ .M 






Hierzu kommen noch die Gleichungen: 
4) 

6) <2,+«, = ^-». 

In diesen sechs Gleichungen sind unbekannt: «, w, ic,, wi, 
Qi und Q,i\ d. b. die Zahl der Unbekannten ist ebenso gross, wie 
die Zahl der Gleichungen, die Aufgabe somit lösbar. Man kann 
also berechnen, wie viel Wasser nach B und G fliesst 

Soll umgekehrt die Wasserleitung erst entworfen werden, will 
man die Röhrendurchmesser d, dj und d^ so bestimmen, dass sie 
nach B und die g^ebenen Wassermengen Q, und Qj liefern, so 
sind in den ebenfalls zu verwendenden Gleichungen 1 — 6 die sieben 
unbekannten Grössen z, w, d, wi , rf,, W2 und dj enthalten, d. h. 
die Aufgabe ist unbestimmt, ist nur lösbar, wenn man {flr eine der 
Grössen einen Werth willkürlich annimmt, etwa wj = 1 bis 1,3"°. 
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Dass die Aufgabe verachiedene Losungen zulässt, erkennt man 
auch, unmittelbar durch folgende Überlegung: Nebmen wir an, die 
£9hrenweiten d = 0,3 ™ ; di = 0,2 , d^ = 0,1 " genügen den gestellten 
Bedingungen; würde man nun d vergrössern, vielleicht auf 0,4", 
so würde jetzt, wenn di und d^ unverändert blieben, nach B und C 
mehr Wasaer fliessen als bisher; durch entsprechende Verkleinerung 
von d, und d^ würde man aber diesen Übersehuss vrieder in Weg- 
fall bringen können und erhielte somit drei andere Weiten d, d^ 
und d^, die ebenfalls die Aufgabe zu erfüllen vermöchten. 

Für längere Röhrenleitnngen kann man in 61. 1 den Summanden 
1,0, in 61. 2 und 3 die Summanden Co vernacblftssigen und erhält 
statt der Gl. 1—3: 

Wenn man nun zur Bestimmung der BChrenweite die Oe-' 
schwindigkeit w im Eauptrohr annimiut, so ist nach Gl. 7 der 
Werth 2 ermittelt, ebenso die Weite des Hauptrohres nach Gl. 6. 
Da nun auch Aj — z und Aj — z bekannt sind, so liefern 61. 4 u. 8: 



10) 

11) 



. ,'/ 16«,'^!, , . . 



Vertauscht man der festen Niederschläge wegen Qi mit */■< Qi 
und aet«t X = 0,04, so bekommt Gl. 10 die einfache Form der 
GL 17, S 281 

12) d, = 0,35 1/ ^^i^ 

und Gl. 11 ebenso die Form 
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Beispiel: Es sei «, = 0,1 <>""/,., «j = 0,m «>»»/». , 1 = 300», l, = 2l 
Jj^ 500 n, A, = 12«, Aj=t6i»; ferner werde w = I " angenommen. 
Dann wird 

^ = 0,15 ■ I = 0,1. nod d = 0,4t » 

und mit .i = 0,M r * = 0,im -^r— „— = 1,m », 



* = »."f^^-»-- 



f) Widerstand eines kegelförmigen Rohres. 
Verengt sich ein Kohr der Länge Zj von der der Geschwindig- 
keit w entsprechenden Weite d kegelförmig auf die Weit« d^ 
(Fig. 311), so gilt in einem Abstand « von der weitesten Stelle 
f&r die Weite y die Beziehung 

, d — d,' ., , d — dl 

d — y = — j — *- X mit — dy = — Y^ ' 

fOr die Geschwindigkeit 



^-dx; 



Anf ein Längentheilchen dx kommt (GL 5, S. 277} die Widerstandshöhe 

2 rf* Fig. 311. 



dz = X' 



y 2.? 
d — d. 



= Xdx 



*y-^dy, 
daher anf die ganze L9,nge 



;/ „,s c''* 

-ti, w' i' , 1 1_\ 

d — d^'is i \d,« d*l 
d^_. 
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Der letzte Elammemansdruck glebt an, in welchem Yerhftltnisse 
der "Widerstand sich vergrössert im Vergleiche mit einem cylin- 
drischen Rohre von der Weite d und der Länge li. 



g) SteighKhe springender Strahlen. 
Kin Strahl, der mit der Oescbwindigkeit w aus einer Mündong 
lothrecht emporsteigt, wflrde im laftleereo Baum eine Hohe 

A, = TT— erreichen. 

In Folge des Luftwiderstandes vermindert sich die erreichbare 
Hohe auf ly ^- . Die Ziffer rj bangt theils von der Form dea 

Mundstücks ab, weil diese Einäuss darauf hat, ob der Strahl gut 
geschlossen bleibt oder sich zertheilt; theils aber ist ij auch noch 
von w' abhängig. 

Es soll hier auf das Verhalten der springenden Strahlen nicht 
näher eingegangen, nur angeführt werden, dass man als rohe 
Annäherung an Versuche von Weiabach 

1) ij = 1 — 0,01— setzen kann. 

Beispiel: Von einem Behälter führe {flg. 312) ein Bohr von 201» LBoge 
und 0,01 in Weite zu einem lothrechten kegelfoimigen MiuidstBcke von 0,um 
LSnge; es soll die Steighöhe des Springstrahls herechnet werden. Die wirk- 
enme Dmckhöhe sei 8 ™ . 

Es ist allgemein (yei^L Gl. 10, S. 279 mit wo = and mit FortlosaiiDg 
der beiden letzten Qlieder) 



- V 4. f ^V :^ /J_ _ iV 4- J i- -?^ 



in in I zugleich die ideelle (rergtSseeTte) Länge dea Mnndatücks enthaltet 
Ea ist dann die Geschwindigkeit in der Hanptröhre 
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and die Geschwindigkeit des SpringstnUs {mit Ci) = 0,ou, a,^=0,H, il^O,oi) 



'•=y(i)'+.,.,+o,.+...i- 




D der Dntclunesser des tfnndstücks, so wird fui dg ^ 0,i d: 
I = 20 4- 7,» 0,1» = 21,111 - 



f 16 4- 0,1» + o,M - : 



Dann ist 



2g *'" ■ 
ij = 1 — 0,M« = O,m, 
also die Steighöhe h, ^ 0,iii - 2,« = 2,n ». 

Der sekundliche Wasaerverbranch ist 

Verengt sich aber das Mnndstftck auf dj ^ 0,t 
1= 20 + 0,11- 195 = 491« 



"' ~ ^ r 625 + 0,M + 0,M 



also die Steighöhe h, ^ C 

der sekundliche Waaserrerbranch 



Die stärkere Verengung; des Uundstücks bat also die Sprunghöhe erheb- 
lieh vergrÖBsert, den Wasserrerbiauch aber bedeutend Termindert. 
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3. Bewegung des Wassers in Kanälen und Flüssen. 

a) Gleichfdmiige Bewegung des Wassers in Kanälen. 

Soll die bestäDdige (d. h. im Beharrungszustande begriffene) 
Waeserbewegnng gleicfafOrmig, soll die Geschwind^keit w in 
allen Querschnitten von gleicher QrGsse sein, so moss auch der 
vom Wasser erfilllte Querschnitt F überall dieselbe Grösse haben. 
Bei fiberall gleicher Qnerschnittsfonu des Kanalbettes giebt sich 
also eine gleichförmige Bewegung durch Überall gleiche Tiefe in 
einem Längenschnitte zu erkennen. 

In einer ganz von Waaser erfüllten Eöhre ist die Gleichförnig- 
keit oder üngleichfOrmigkeit der Bew^ung allein dadurch bedingt, 
«b der BChrenquerschnitt Überall 
gleich ist oder nicht; ein oben offenes ^^- ^'^■ 

Kanalbett aber kann vom Wasser -^ 

auf verschiedene Höhe erfüllt wer- 1 ~ — ~~-^^^^^^^^z^ 

den , und nur unter bestimmten ^ '*"~ o-^^L.^ 7 „ 

Bedingungen wird die Bewegung ^"^Triiiim- mi r~ 
gleichförmig erfolgen. """WäU 

Nehmen wir den Widerstand W, den däs Wasser bei aeiner 
Fortbewegung zn überwinden hat, einstweilen wieder, wie bei den 
Höhren, proportional mit der Borührungsfl&che und mit der Ge- 
schwindigkeitshöhe an, so ergieht sich, wenn man (Fig. 313) einen 
Wasserkörper vom Querschnitt F und der Länge l betrachtet, und 
u der benetzte Umfang des Querschnitts ist {Gl. 1, S. 277) 

1, ,r-K..^. 

Da nun die Druckkräfte P an den beiden Querschnitten A und 
_B sich offenbar aufheben, so musa, wenn man wegen der Kleinheit 
des Neigungswinkels a dessen Sinus gleich dem Bogen setzt, die 
Seitenkraft der Schwere 



Mffa =W, d. h. 
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also, wenn man, wie anf S. 277, v. = yß setzt, 



sein, mit ß als Widerstandsziffer für Wasser in dem Kanäle. Bei 

einem Querschnitte von sehr grosser Breite h im Verhältnisse znr 

F 
Tiefe ist annähernd u = b und — gleich der mittleren Tiefe. 

W^en der massgebenden Bedeutung dieses Quotienten F:u in 
Ol. '2 nennt man daher allgemein 



die mittlere hydraulische Tiefe oder den mittleren 
Radius; hiermit wird das für gleichmässige Bewegung nSthige 
(jefällyerhflltnis 

oder die einem QefUlle a entsprechende Oesefawindigkeit 



'f-T- 



wofür man mit 



5) y -^ = A: zu setzen pfl^ 

6) w = hVar. 

Ebenso wie bei der Bewegung in Bohren (S. 278) ist aber 
auch hier die einfache Annahme für IT (Gl. 1) nicht genau zutreffend 
und deshalb auch ß und das daraus folgende k keine völlig konstante 
oder etwa nur von der Begelmässigkeit des Bettes abhängige Grösse. 

Bei der Berechnung von EChrenweiteu hatte die Veränderlich- 
keit von X = Aß keine sehr grosse Wichtigkeit Man musste sich 
nur hüten, die Widerstände zu unterschätzen, während eine Über- 
schätzung nur eine etwas reichliche Weite lieferte, deren Einfluss 
auf die Kosten meist nicht erheblich war, die Leistongsfähigkeit 
der Böhrenleitung aber für eine um so längere Zeit sichorte. 
Bei einer Röhrenleitung bat man das Wasser mittels 
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AbstellTOrrichtungen stets in der Gewalt, bei einem oben 
offenen Kanal oder Flnss aber nicht. 

Ist bei einem Kanal oder Flusse das GeMlverbältDis a zu gross, 
so entsteht eine Geschwindigkeit, die grösser ist, als beabsichtigt 
oder erwartet war. In Folge dessen kann möglicherweise das Kanai- 
bett beschädigt und auch die Wassertiefe rielleicht für etwaige 
ScbifiTahrt oder für Kflcksichten der Landwirthschaft zu klein werden, 
während der entgegengesetzte Fall eine Überschwemmung herbei- 
führen kann. Während man eine Wasserleitung mit Gewalt im 
Zaume hält, kann man Kanäle und Flüsse nur durch die 
Mittel der Wissenschaft beherrschen. Aus diesem Grunde 
hat man seit etwa 150 Jahren mit Aufwendung grosser Kosten 
sich bemüht, für die Ziffer k befnedigende Gesetze aufzufinden. 

Der ostfriesische Baubeamte Brahms erkannte zuerst 1753, 
wie es möglich sei, dass das Wasser beim Abwärtsfliessen eine 
gleichförmige Bewegung ausführen könne und gelangte zu der 
Formel 6, indem er den Widerstand mit w^ verhältnisgleich setzte. 
Zu gleichem Ergebnisse kam 1775 der franz. Ingenieur Gh^z;. 
Eytelwein (geb. 1764, gest 1848), der 21 Jahre an der Spitze 
des preussischen Bauwesens stand, bestimmte die Ziffer k zu einem 
Werthe, der, auf Metennafs umgerechnet, zu 

it = 50 
abgerundet werden kann. 

Mit bedeutenden Mitteln wurden dann 1850 — 60 in Nord- 
amerika unter Leitung der Ingenieure Humphreys und Abbot 
umfasseude Versuche am Mississippi und seinen Nebenflüssen an- 
gestellt Diese Flüsse verursachten nämlich fast alljährlich ver- 
heerende Überschwemmungen, und zur Verbeasernng der Wasser- 
läafe bedurfte man vor Allem der Kenntnis der Bewegungsgesetze. 
Die von den amerikanischen Ingehieuren aufgestellte Formel ist 
sehr verwickelt, sie lautet 

7) w = /y 0,0025 7« + V^68,72 r, jAi" — 0,05 y^V 
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wenn b die Breite des Wasserspiegels bedeutet Hamplireys und 
Abbot glaubten nämlich auch einen verzögernden Einfluss der Aber 
dem Wasserspiegel befindlichen Luft annehtDea m sollen, weshalb 
in der HQlfsgrCsse rj der Oesammtumfang u + b vorkommt 

Sehr umfassende Versuche wurden aach im Aoftr^e der 
französischen Begierung in den Jahren 1856 — 64 unter der Leitung 
von Darcy und nach dessen Tode von Bazin angestellt Diese 
Versuche erstreckten sieb auf Gerinne, £anaie and Flflsse der ver- 
schiedensten Art Bazin faaste die Ergebnisse in die Formel 



/ ra 

7^' 



oder, wenn man die Grundform der Gl. 6 beibehält, also w = kV~rä 
setzt: 



fn, 



und wegen Gl. 5 die Widerstandsziffer 



Hierin bedeuten m und n Ziffern, die von der Beschaffenheit der 
Kanalwand, bezw. des Flussbettes abhängen. Es gelten: 

1. fllr Kanäle aus gehobeltem Holz oder aus Cement: 

Ml = 0,00015; n = 0,0000045; 

2. fOr Kanäle ans ungehobeltem Holz, aus Quadern oder Zi^eln; 

m = 0,00019; n = 0,0000133; 

3. fßr Kanäle ans Bruchsteinmauerwerk: 

m = 0,00024; n = 0,00006; 

4. ffir Kanäle in Erde: 

m = 0,00028; n = 0,00035. 
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Diese Formeln sagen aua, der Widerstand sei wohl mit dem 
Quadrate der Geschwiadigkeit Terhältnisgleich, nicht aber ein&ch 
mit der Grösse der Berfihningsfläche , sondern stehe za dieser in 
einer verwickelbaren Beziehung, im wesentlichen äbereinsümmend 
mit der Darcj'schm Formel tttr i bei Rühren (Gl. 7, 8. 278). 

Die Formeln von Humphreys and Abbot and die von Bazia 
ergänzen sich und schlieasen sich aach gegenseitig aus. Erstere 
ist ans den Messangen an grossen StrOmen gewonnen, in denen sich 
das Wasser trotz geringen Gefälles wegen grosser Tiefe r mit 
grosser Geschwind^kelt bewegt und passt anch nur fUr solche, 
während dagegen Bazin's Formel ftlr kleinere Gewässer (r <: 6") 
mit stärkerem Gefälle geeignet ist. 

Im Jahre 1869 haben sich nun die schweizerischen Ingenieare 
Gangnillet and Kutter mit gatem Erfolge der schwierigen Auf- 
gabe unterzogen, die Ergebnisse der Messungen in Nordamiirika and 
in Frankreich in eine einzige Formel von allgemeiner Gültigkeit 
znsammenzafassen. Danach ist, wenn man die Form w = kVra 
beibehält, 

0,00155 



3 + ~ + - 



H) 



^■^l^^ + ^lT-jyv 



Hierin ist n von der Rauhigkeit des Bettes abhängig; man 
bat za setzen: 

1. fQr Kanäle aus gehobeltem Holz oder ans Cement: n = 0,010; 

2. für Kanäle aus ungehobeltem Holz: n = 0,012; 

3. ffir Kanäle aus Quadern oder Ziegeln: n = 0,0013; 

4. fQr Kanäle aas Brnchsteinen: n -= 0,0017; 

5. für Kanäle in Erde: n = 0,025; 

6. fQr Gewässer mit grJ^beren Geschieben oder mit Wasser- 
pflanzen: n = 0,030. 

Bazin selbst hat sieb in anerkennendster Weise über die Formel 
von Gangnillet und Kutter ausgesprochen, und sie kann als die 
beste allgemeine Formel bezeichnet werden. 
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Bei den meisten einschlagen Aufgaben des Waaserbaaes 
handelt eB sich (besonders in Deutschland) nm- kleinere nnd mittlere 
Wasserläofe, d. h. anf Fälle des Anwendungsgebietes der Bazin'scben 
Formel; da nun letztere einfacher ist als die schweizerische, so ist 
fitr diese Fälle die Bazin'scbe Formel zu empfehlen. FSr Kanäle 
in Erde ei^eben sich für versebiedene Grössen r die Werthe k und 
ß = 2g: k'^, wie folgende Tabelle zeigt: 



Werths k nnd ß n«k der Buin'sehen Formel 




Ur Eanlle in Erde. 


•■ 


k 


ß 


0,1 


16,3 


0,0742 


0,2 


22,2 


0,0397 


03 


26,3 


0,0284 


0,4 


29,4 


0,0226 


0,5 


31,9 


0,0192 


0,6 


34,0 


0,0169 


0,7 


35,8 


0,0153 


0,8 


37,3 


0,0141 


0,9 


88,7 


0,0131 


1,0 


39,8 


0,0124 


1,1 


40,9 


0,0117 


1,2 


41,8 


0,0112 


1,3 


42,7 


0/1108 


1.4 


43,4 


0,0104 


1,5 


44,1 


0,0101 


1,6 


44,3 


0,0098 


l,v 


45,4 


0,0095 


1,8 


45,9 


0,0093 


1,9 


46,4 


0,0091 


2,0 


46,9 


0,0089 


2,5 


48,8 


0,0082 


3,0 


50,2 


0,0078 


4,0 


52,2 


0,0072 


5,0 


53,5 


0,0069 


6,0 


64,4 


0,0066 
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Beispiel I: Ein Graben von einem Qnerschiutte nach Fig. 314 habe ein 
GefiUlTerhfiltiiis 3^0,nM4ti Bei dem Böachnugswinkel ^^51" ist tg f> = 0,«, 
aec 7 ^ 1,11, sin f ^ 0,»e, 

cosec p = l,sii. Dann iat die Pi^_ 314^ 

mittlere Breite 

der Qaerschnitt 

f =2,H-0,B = 2,w»qiii; 

der benetite Umfang u= I,m + 2 -0,1 -coaec j'^4,m'», daher r = 2,iM:4^ 
=^0,t»». Nach Mesanngs- Ergebnissen war die wirkliche Geschwind^keit 
«F^O,ui». Ea Bollen damit die Ergebnisse der vorstehenden Formeln ver- 
glichen werdea Ea ist 

y^ = |^Ö,M»~ 0,000 .47 = 0,01S i7 . 

Nach Ejtelwein wäre 

t = äO; it = 0,7is. 

Nach Humphrejs nnd Abbot: 

».= ^.-^'"'.^ - =0,».; r, = -T— ?4^ = 0,"'; i" = 0,m. 

Nach Bazin wfire 

i = , = 32,tT und 10 = 0,«7 . 

Nach Gangnillet und Eottet w&re 

23 + 40 + ^^ 

Hiemach geben die Formeln sämmtlich zu grosse Wertbe fUr die Ge- 
Bchwindigkeit; die Bazin'ache schliesst aich dem Ergebnisse der Messung am 
beaten an, dann folgt die schweizerische, dann die amerikanische Formel, 
während die Eytelwein'sche Formel am meisten abweicht 

Beispiel 2: Die Elbe hatte bei Altengamm oberhalb Hamburg bei Hoch- 
wasser [im MSrz läSI eine Wasserspiegelbreite 6 = 587,4^, einen benetzten 
Umfang u^SSl,!", einen Flächeninhalt F=S\Z%iVi, mithin r = 5,MT». 
Das Gefäliverhaltnia betrug a:^0,uM)in. Die Geschwind^keit wurde in 
w ^ l,n ■> gemessen. Es ist 



y", a = V^5,Mi . 0,000 »■ = 0,tt> H. 
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Nftch Eytelwein wftte 

4 = 50; w = 


I,«". 


Nach Humphreys und Äbbot wtre 




'*''" 0». . 


3132,7 


l/-5,H7 + 0,«, ' ' '591 


,. + 587,4 


Nach Bazin w6re 




1 


„ 


1".- + ^ 




Nach GangnUIet ond Evtter wäre 




. «+"+^ 


— ^ i?i . - 



' + P + its)7^ 



ÄDch in dieBem Falls liefern die Formeln simmtlloli in groBse Werttie^ 
die ameiiksoische nnd die Eytelwein'sche stimmen fiberein nnd scUiessen sich 

der Hessong am nfichstea an, während die Bazin'Bche und die achweizeiiBche 
Fonnel am meiBten, ond iwar ebenfalls am gleich viel abweichen. 

In beiden Ffillen stimmen die Ergebaisae der Messung mit 
denen der Formeln, selbst der am besten passenden, nicht sehr 
befriedigend fiberein. Es hat eben jeder Bach, jeder Kanal, jeder 
grössere Theil eines langgestreckten Flusses seine besondere Eigen- 
th&mlichkeit, seinen besonderen Uaubigkeitsgrad, d. b. seine beson- 
deren Ziffern m und n (nach Bazin) bezw. n (nach Ganguillet nnd . 
Eutter), die der Wasserbanbeamte, der sich mit> dem Gewässer zu 
beschäftigen hat, entweder durch Messungen feststellen oder nach 
dem Augenscbein auf Grund genauerer Kenntnis anderer Wasser- 
läufo abschätzen muss. Die Eigenthümlichkeiten eines Flusses lassen 
sich nicht wohl in aUftemeine Formeln, zwangen. Wenn mau dies 
erwägt, wird man sich bezüglich allgemeiner Formeln mit dem 
bisher Erreichten begnügen kOnnen. Auch ist zu bedenken, dass 
Unr^elmässigkeiten in der Bewegung des Wassers, Wirbel u. dgl. 
häufig die Messung erschweren und ihre Richtigkeit beeinträchtigen, 
so dass zuweilen auch deren Ergebnisse von der Wirklichkeit nicht 
unerheblich abweichen kOnnen Schliesslich aber muss betont werden, 
das3 die vorstehenden Formeln sich nur auf eine gldch- 
fVrmige Bewegung beziehen, d. b. an die Bedingung geknfipft 
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sind, dass der vom Wasser eingenommene Qnersclinitt F sich aaf 
eine gewisse Länge des Flusses nicht erbeblich ändere. Diese 
Bedingung wird sehr häufig nicht erf&llt sein, und manche Ab- 
weichung zwischen Messung und Formel wird man auf diesen 
umstand znr&ckfTthren kOnnen. Die Behandlung ui^leichförmiger 
Bewegung erfolgt weiter unten. Ist aber gar noch die sekundliche 
Wassermenge Q eines Querschnitts veränderlich, besteht also kein 
Bebamingszustand, so treten besondere Erschwerungen fftr die 
Berechnung ein, weshalb solche Fälle hier nicht behandelt werden 
können. 



b) Unerschnitteform kleinsten Widerstandes. 

Hat ein Kanal den Zweck, einer Wasserkraftraasehine (Wasser- 
rad oder Turbine) das Betriebswasser zuzufahren, so kann es darauf 
ankommen, von dem ganzen zur Verfügung stehenden Gefälle tür 
den Zuleitungskanal möglichst wenig zu verbrauchen, damit für die 
Kraftmaschine möglichst viel übrig bleibe, Da nun nach Ol. 4, 
S. 292 das erforderliche GfefÄllverhältnia mit r = F:u, umgekehrt 
proportional ist, so wird diejenige Form des vom Wasser erfüllten 
Kanalquerschnitts am günstigsten sein, bei welcher r möglichst 
gross, d, h. bei gegebener Querschnittsflftche F der vom Wasser 
benetzte umfang u möglichst klein ist. 

Da von allen Figuren gegebenen Flächeninhalts der Kreis den 
geringsten Gesammtumlang hat, so wird, weil bei einem Kanäle nur 
der vom Wasser benetzte Umfang in Frage kommt, der Halbkreis 
die Kanalform kleinsten Widerstandes 

sein (Fig. 315), welche annähernd Fig. 315. Rg. 3i6. 

für den unteren Theil des Quer- ~ 
Schnitts gemauerter Entwässerungs- 
kanäle Anwendung findet. 

Für rechteckig zu formende 
Hol^erinne liefert das halbe Quadrat (Fig. 316) den kleinsten 
Widerstand, da das ganze Quadrat von allen Rechtecken gegebener 
Fläche den kleinsten umfang hat 

Für Kanäle in Erde ist der Böschungswinkel (p der Seiten- 
ffände durch die Beschaffenheit des Erdreichs bedingt; Bodenbreite b 
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und Wassertiefe t sind so zu wählen, dass bei gegebener Fläche F 

der benetzte Umfang v möglichst klein werde. Da mm (Fig. 317) 

der GrundrisB AE der 

Seitenwand AB die ^'8- 317. 

Grösse (-cot?» hat, so 

ist die mittlere Breite 

b + (-cotp, daher 

1) F=t{b + tcotip) 
und, weil AB = tiaimp, der benetzte Umfang 

2) ..-(, + 4^. 

sm<p 

Durch Gl. 1 ist die Bodenbreite bedingt zu 

F 
(, = __„ icotp; hiermit wird 



Damit nun n als f(t) ein Minimum werde, muss 
,. du 



F 


+ 

,/ 


2 


— cos 


<P 


f 




sin9> 






F 


sin <p 





5) ^^ 

sein. Dass dieser Werth u zu einem Minimum und nicht zu einem 
Maximum macht, ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass für 2 = 
der Umfang u nach Gl, 3 unendlich gross wird. 

Ein einfaches Verhältnis zwischen Bodenbreite h und Wasser- 
tiefe t ergiebt sich, wenn man aus Gl. 1 bildet 



+ cot?; 



und diesen Werth in Gl. 4 einsetzt; dann wird 
2 — cos (p 



- + cot 9 



oder 



2 sin '('/t ff 



sin (p 2 sin 'A p ■ cos '/a ?j ' 
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Diese Gleichung bedeutet, dass der vom Wasser erfQllte Quer- 
schnitt ein einem Halbkreise vom Halbmesser t umschriebenes Trapez 
sein muss. Denn bei einem 

solchen (Fig. 318) ist Fig. 318. ^ 

2<G0H=<p, 
^G00= Vsp, d. h. 

Kbereinstiinmend mit ijrl. 6. 

Pflr p = 90" entsteht wieder das halbe Qnadrat. Die Rechnung 
fflhrt also darauf, dass man sich der überhaupt gfinstigsten Halb- 
kreisform so weit zu nähern habe, wie die vorhandenen Bedingungen 

es zulassen. 

Aus Gl. 5 ei^iebt sich: 




t^ sin (p 

Setzt man aber in Gl. 2 fOr & den Werth 2ftg(V2 9i) nach 





u = 


^'■'8<'/"'' + S^ »'''" 






2l°° 


sm(i/!9)) 1 
co8(VivJ sinp 








2 sin' (■/!?!) cos (1/1 9>) + cos 


('/«■P) 




cos(Vs?')sin?) 








2sto'(Vi9i) + 1 1 ' — cosp + 1 
sinfi siof) 




2"i~ 


2 — cos?) 






sin 93 ■ 




Gl. 


7 und 8 


folgt: 






F 


u , Fl 
-21 »'•" ^-2- 
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Also ist bei der günstigsten Kanalform die mittlere hydraulische Tiefe 

' = ^ = i 

unabhängig von rp. Somit wird nach der Barin'schen Formel 
10) 



y'htt I -if 



'/2mt + n 



oder das erforderliche Gefällverhältnis 

n, ,_.(^,-)_.(^,^), 

B«iipiel: Ein ZnleituDgakanal soll in der Sekunde Q = icim Wasser 
liefern-, die Geschirindigkeit werde, damit einerseits keine Beschüdigung der 
Kanalwände, andererseits keine Absetzung von Sinkstoffen erfolge, zu ur^O,>°> 
gewählt, eo dass F^ iv werden mnsa. Es soll hiemach die Quersohnitts- 
fenn kleinsten Widerstandes heetinimt werden unter Annahme eines Büschnngs- 
winkeb f> = 30*. 

Gl. e beBtimmt — = 2- tglS" = O,«.. — Nach Gl. 5 wird 



jiSO» 



Nach GL 9 ist dann r=;0,ut und nach GL II das erforderliche GeMlrerbfiltnis 

-»-(^-^) = ».-» = '— 

Grosser Werth ist dieser Bechnung nicht beizulegen, da in Wirklichkeit 
auch die ebenfalls von Brette und Tiefe abhängten Kosten des Kanals mit in 
Frage kommen. 

e) ßeschwindigkeiten in den verschiedenen Pnnkten eines 
Q,nerseluiitt8. 

Im Vorstehenden wurde die Bewegung des Wassers in einem 
Kanäle so aufgefasst, als ob die WasKermasse wie ein starrer 
prismatischer KOrper in dem Kanal abwärts glitte, als ob alle 
Tbeile dieses Körpers die gleiche Geschwindigkeit w hätten. In 
Wirklichkeit ist dies nicht der Fall, vielmehr ist die Geschwindigkeit 
der Wassertheilchen an verschiedenen Stellen des Querschnitts eine 
verschiedene. In Folge der Beibung werden die nabe den Kanal- 
wandungen befindlicben Wassertheilchen zuräckgehalten und fliessen 
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langsamer als die entfernteren. Im Wasserspi^el giebt sich bei 
MessDDgen ein sog. Strom strich zu erkennen, wo die Geschwindigkeit 
grosser ist als za beiden Seiten. In einer Lothrechten sind die 
Geschwindigkeiten eben&lls tod Punkt zu Pnnkt verschieden. Stellt 
man diese durch wagerechte Ordinaten von der Lothrechten- ans 
dar, so ergiebt sich eine Kurve, die sog. Geschwiodigkeitskarre, 
(Fig. 319). Diese ist mit ziemlicher Wahr- 
erheinlichkeit eine Parabel mit wagerechter 
Achse. Würde am Wasserspiegel gar kein 
Widerstand aaftroten, so mflsste die Achse 
AB der Parabel wohl im Wasserspiegel 
liegen. Bei ruhiger Luft bietet diese aber 
dem Wasser einen, wenn auch geringen, 
Widerstand, der bewirkt, dass die grGsste 
Geschwindigkeit v' einer Lothrechten sich 
etwas unter Wasser findet Stromaufwärts 
webender Wind schiebt die Achse der 
Parabel nach unten, und umgekehrt Die 

Höhenlage der Achse ist daher schwankend. Kennt man die Ge- 
schwindigkeit V an drei verschiedenen Stellen einer Lothrechten, so ist 
damit die Parabel bestimmt, weil man aus diesen den Parameter 
der Parabel, die Höhenlage ihrer Achse und den Abstand AB == v' 
ihres Scheitels von der Lothrechten berechnen kann. 

Ist dF ein Theilchen der Qaers<^flittsöäche, v die zugehörige 
Geschwindigkeit, so ist dQ = dF ■ v die zugehörige sekundliche 
Wassermenge, dargestellt durch ein wagerechtes Prisma vom Quer- 
schnitte dF und der Länge v. Denkt mau sich zu allen Flächen- 
theilchen die entsprechende Geschwindigkeit rechtwinklig aufgetragen, 
so entsteht ein KOrper, dessen lothrechte in der Stromrichtung 
geführte Schnitte die Geschwindigkeitsäächen (Fig. 319) sind und 
dessen Inhalt die sekundliche Gesammtwassermenge Q darstellt 
Verwandelt man diesen Körper in ein gerade abgeschnittenes 
Prisma vom Querschnitt F, so ist seine Länge 

"' F 



1) 



die mittlere Geschwindigkeit des Querschnitts, auf 
welche sich die Erörterungen S. 291 bis 302 durchweg beziehen. 



ov Google 



304 



Zweite Abtheilao^. B, Bewegung flüssiger Körper. 



WerthvoU ist die Beziehung zwischen der ^Qssten Oberflächenr 
geschwindigkeit van<u im Stromstrich und der mittleren Oeschwin- 
digheit w des ganzen Querschnittes, weil sie gestattet, aus der 
alleinigen MeasQDg von v^m^ die ganze Wassermenge Q, wenn 
auch nur roh, zu bestimmen. Die einfachste, wenn auch sehr 
unverlä^liche Formel ist 

2) w = V*vo„,. 
während Bazin aus seinen Versuchen abgeleitet hat 

3) w = vij„—uV^, 
oder, weil nach Gl. 6, S. 292, kV^ = w, 



1 + - 



FBr Kanäle in Erde gilt für verschiedene Werthe von j 



r 
(Mctor) 


Wo«. 


(M.I.,) 


»o™ 


0.1 


0,537 


1.2 


0,749 


0,2 


0,813 


1,3 


0,753 


0,3 


0,653 


1,4 


0,756 


0,4 


0,678 


1,6 


0,762 


05 


0,695 


1,8 


0,766 


0,6 


0,709 


2,0 


0,770 


0,7 


0,719 


2,5 


0,777 


0,8 


0,727 


3,0 


0.782 


0,9 


0,734 


4,0 


0,788 


1,0 


0,740 


6,0 


0,792 


1.1 


0,745 


6,0 


0,795 



In dem ersten Beispiel anf S. 297 i 
, daher wird 

§?i!_ _o. 
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In dem zweiten Beispiele auf 
k =^ 58,s, daher wird 



3d. Eintritt des Wassers in einen Kanal. 
297 mit r = 5,1« 



53,8 + 14 



d) Eintritt des Wassers in einen Kanal. 

Soll aus einem Teiche T (Fig. 320) oder sonstigem Wasser- 
behälter durch einen üfereinschnitt AC und einen anschliessenden 
Kanal eine sekundliche Wassermenge Q entnommen werden und 
ist auf eine Län^e l ein Wasserspiegel-OefSUe h rerfßgbar, so darf 




man nicht etwa voraussetzen, dass das Wasser im Kanal eine Tiefe 
AG annehmen werde. Vielmehr wird ein Theil A, des Qeftlles 
beim Eintritte des Wassers in den Kanal dazu verbraucht, dem 
Wasser, das im Teiche fest in Kühe war, die Kanalgesohwindig- 



keit w zu ertheilen; es ist A^ 



2^ 



und erst der Best h - 



dient zur tTberwindong der Beibnng im Kanal nnd darf, wenn durch 
gleichmflssiges Eanalprofil eine gleichförmige Bewegung erzielt wird, 
gleicbm&ssig auf die L&nge l vertheilt werden. Da w noch unbekannt, 
so kann man, wenn r die mittlere hydraulische Tiefe des Kanals ist, 



folgendermassen rechnen: Das ganze Geißle h zerlegt sich in A, = 



2j7 



und den Theil al = ß^ 



- (s. S. 392, Gl. 4); es ist also 



1) 



■ + ßl 



2^ 2ff\ 



Da aber für gleichförmige Bew^ung 



ov Google 



306 ZH-eite AbtheiluDg. B. Bewegung fiÜBs'iget Körper. 

90 ergiebt die Einsetzung dieses Werthes in Gl. 1 : 



h-^U + f 



■ + '■ 



'-r + ßV 

B«i«|)i«1: kos einem Behälter soll mittels eines Kanales von 6 <° Boden- 
breite, 2 n Tiefe und einem Bösclmiigswintel p = "26,1" (tgp = 0,t, ein p 




= 0,447} {Fig. 321) WaMer entDommen werden. Auf l = MW "■ Länge steht 
in Geialte ft = 1 m zur Verfügung. 

Es ist /■= -2 • (6 + 4) = äOi», u = e + 2 . 2 : 0,44t = U,»b'", 
= 20 : 14,95 = rund 1,3 "». Dann wird nach Baim (vergl. S. 29fi) 



ii= 2y 0,M 



0,M 



1 + - 



= 0,mi 



lad a — 



0,01 



I 



Dann ist q - "lOUO :^ 0,n; >n das auf den Kanal zu vertheilende Gefälle, während 
Ai = 0,Ms " ZOT Erzeugung der Eintrittsgeschwindigkeit lu = 0,«s "/g. dient 
Der Kanal wird daher in der Sekunde 20 • 0,6i = 13,e«l"» Wasser liefern. 



c) llDgleichfönoige Bewegung des Wassers in Flfigsen 
und Ean&len. 

Das äussere Kennzeichen einer beständigen {im Beharrnngs- 
zustande begriffenen) ungleichförmigen Bewegung ist, dass 
der Wusserquerschnitt F an derselben Stelle sich nicht ändert, 
an verschiedenen Stellen aber eine ungleiche Grösse zeigt Bei 
regelmässiger Form des Wasserlaufes wird dann an verschiedenen 
Stellen eines Längenschnittes die Wassertiefe t verschieden gross, 
der Wasserspiegel also der Kanalsohle nicht parallel sein. 

Es lässt sich zeigen, dass in diesem Falle das Gefälle der 
Oberfläche das für die Arbeit der Schwere massgebende, 
das wirksame Gefälle sei. 
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Wir betrachten die zwischen den Schnitten A und B (Fig. 322) 
befindliche Wassermenge, die nach einem Zeittheilchen die Lage 
Ai Bi einnimmt Ks möge 

die an diesem Wasserkörper ^'S- 322. 

während der Bewegung von 
AB nach ^l,-5i verrichtete 
Arbeit der Schwere und des 
Wasserdrucks berechnet wer- 
den, Ist der obere Quer- 
schnitt Fl , der untere F^ 
und nennt man AAi = dwi , 

BBi = dx2, Bo mnss F^dXl = F2dw2 sein. Die Arbeit der 
Schwere ist offenbar so anzusehen, als ob das Massentheilchen 




m = -F,dx, = ~ F^dxz 
9 9 

aus der oberen Lage mit dem Schwerpunkt Sy in die untere mit 
■dem Schwerpunkt & gerückt sei; diese Arbeit ist dann 
mg{h-\-yi—y^). 
Die Vertheilung des Druckes über einen Querschnitt erfolgt 
nahezu nach den Regeln für einen im Gleichgewichte befindlichen 
Wasserkßrper, da der nach S. 260 zu beurtheilende vermindernde Ein- 
finss der Beschleunigung gewöhnlich ausserordentlich unbedeutend ist. 
Dann treten am oberen und unteren Schnitte die Druckkräfte TF]y\ 
bezw. Y^^Vi auf mit den Arbeiten rF^y^dxi bezw. — xF^Vidxi 
deren Arbeitssumme sieh wegen 
achreiben lassl •mgij/^ — y^). 
Verbindet man diea mit obiger 



yFidxi = }-F2dx2 auch 
Fig. 323. 



Arbeit der Schwerkraft, so 
«ntsteht als Ergebnis 

mph, 
«ntsprechend einem wirk- 
samen Gefälle h. 

Bei ungleichförmiger Be- 
wegung zcriUlIt nun das Ge- 
fälle in einen Theil, der zur Geschwindigkeits-Änderung dient, nnd 
«inen zweiten zur Überwindung der Kanalwiderstände. 
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Hat man für eine nicht setir lange Strecke x eines Wasaer- 
laafes (Fig. 323) das GeHUe z der Oberflache, die Neigung a des 
BodenB, die Wassertiefen t^ nnd t^, oben and anten gemessen, und 
die dieaen Wassertiefen entsprechenden Qnerschnittswerthe F^ , u, 
bezw. ^2, uj ermittelt, so kann man die sekundliche Wassermenge 
Q, folgendermassen berechnen. Es ist annähernd 



Sind nnn t^ und tj nicht viel von einander abweichend, so kann 
man in dem letzten Gliede, welches das znr Überwindung der 
Widerstände nOthige GciUlIe bedeutet, ffir die eigentlich veränder- 
lichen Werthe u, F und w die arithmetischen Mittel setzen, d. h. 



«- 


'/!(., + «,); 


F - Vi {Fl + F,); » - ■/■ K + « 


'1). 


BedmH 


man schliesslich noch, dass 






e- 


-F]Wi = -Fjwj, also w, = 


Fl F2 


ird 




tsF,' 


2,% + "'^, 


+ F,\Fi ^ fJ 8j 






«'( 1 


-^, + ^«^ 


+ ..,)W+F,)| 




Hieram 


ergiebt sich 








1) 




/2^ 






' Vi 


,-^ + .«fi 


.,+«,)(F,+F,, 
iFi'F,^ 





Beispiel: In einem Wuserlanfe tob dem BettqDerschnitte Fig. 331, S. 306, 
am ui einer Stelle die Wauertiefe 2i>>, an einer om 2001° Btromabwärts ge- 
legenen Stelle I,M>i>; das Oberflächen- Gefölle betr^e Tür diese Strecke 0,im. 
Dann bereclmet sich wi = 14,bi'". /", = 20<i>n; u.j = U,7i, i^j = 1 9,» flm ; 
r = -5^= im Mittel rund 1,»», daher ^ = 0,olm; 
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Hatte raan nur den oberen Qaerschuitt F, berttduichtigt, die Bewegung 
ab ^e gldchmäsBige mit dem GeßUlverliSltiiis n =: 0,i : 200 ^ O.DOoe behandelt, 
so hfitte sich nach S. 294 

«, = 42,e )^i,siO,o^ = 1,100 nnd $ = 20 ■ ],io» = 9-2,u c"™ 

«rgeben. 

Steht für die Messungen eine längere geeignete Strecke des 
Wasserlaufes zur Verfügung, so ist es räthlich, die Strecke in 
mehrere Tfaeile zu zerlegen und auf jeden Theit die 61. 1, S. 308 
anzufrenden. Ans den so erhaltenen Werthen für Q nimmt man 
dann das arithmetische Mittel. 

Ist aber das Gefälle nicht ffir jeden einzelnen Theil, sondern 
nur fllr die ganze eingetheilte Strecke bekannt (Fig. 324), so kann 




man auch nur eine einzige Gleichung aufteilen, in weldie di» 
Summe der nach obiger Weise berechneten WiderstandshShen der 
einzelnen Theile eingeführt wird: 



h = 



2ff 



iV 



+ ^ß'^~l 



j+ £ßx 






vfl, »* 1 _ a , (», + i.a) (F, + -Fi) 



■\- ßi.r. 



("2 + ni)iF^ + F^) 
■ 4F^^F,^ 
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f) StanliShe von Wehren nnd Brflckenpfeilerii. 

Der Zweck eines Wehres ist, die Waaseroberfläche oberhalb 
des Wehres zu heben (arznstauen). In den msiaten Fällen wird 
dann ein Theil Q^ ^^ angestauten Wassers mittels eines Kanales 
abgeleitet, so dass von der ganzen sekundlichen Wassertnenge Q 
des Flnsses nur noch Qj = Q — Q^ über das Wehr fliegst. Das 
Wehr ist ein durch die ganze Breite reichender, aus dem Boden 
des Flusses sich erhebender Einban. Liegt die Wehrkrone tiefer 
als die Wasseroberfläche unterhalb des Wehres, so heisst dieses 
ein Grundwehr, im anderen Fall, ein Überfallwehr. 

o) Ornndwehr. Am Wehre sei der Durchflussquerschnitt zo 
einem Kechtecke ron der Breite b zusammengezogen (Fig. 325). 
Die Wehrkrone liege um A, nnter dem Unterwasser, dessen Tiefe 

Fig. 325. 




dicht unter dem Wehre * betrage. Aj sei die Höhe des Wehr- 
kCrpers, so dass A, + A^ = t. Das Wasser sei durch den Einbau 
des Wehres um die Stauhöhe H gehoben. Die Geschwindig- 
keit des ungestauten Wassers sei w, die des gestauten Wassers 
oberhalb des Wehres betrage c. Den Einfluss dieser Zufluss- 
geschwindigkeit c auf die Durchflussmenge berücksichtigt man 

dadurch, dass man das Oberwasser um k = -z-— gehoben denkt Da 

2^ ° 
die Wehrkrone beiderseitig unter Wasser liegt, so theilt man die 
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H9h« der DnrchflQssöffnnng in zwei Theile, nämlich II and h^. 
FOr ersteren Tbeil betrachtet man den Durchäuss ala einen Aus- 
fiasa ins Freie, für den anderen als einen Äosflusa unter Wasser. 
Dann ist die sekandl. Durchflassmenge für den oberen Theil nach 
Gl. 3, S. 236 and nach S. 240 

1) <^i' = I /^i ft ^^9 {(-ff + fc)'" - k'"} , 

für den unteren Theil 

weil die Höbe dieses Theiles hi beträgt, alle Punkte desselben 
aber unter der gemeinsamen Druckhöhe H + k stehen. Für die 
gesammte Darchflassmenge öi = 0/ + Q.\" gilt also: 

3) Qi=\iXibV'-2ff {{H + kY'' — k'l'}-^- fi^bhyVTgWVk). 

Gewöhnlich nimmt man 7'^"! = Oi^' »nd fi^ — 0,R2; dann wird 
{H + hy" — k'/" 



~ 0,02 - 



Vh"+ k 



' 0fi2bf2if{il+ k) 
.1) nnd Äj = ( — A| . 

Diese Gleichungen sind nur gültig, so lange sie für Äj einen 
Werth >• ergehen. Andernfalls muss die Wehrkrone sich Ober 
das Unterwasser erheben, nnd man bekommt ein Üherfallwehr, 
für welches eine besondere Bechnung angestellt werden muss. 
Bei der vorläufigen Untersuchung darüber, ob das herzustellende 
Wehr ein Grundwehr 

sein muss oder nicht, ^g- ^-^■ 

pflegt man k zu ver- 
nachlässigen und hat 
dann 

6) Qi^O,b7bH'f2ffil 
als Bedingung für ein 
Grundwehr bezw. Über- 
&llwehr. 

ß) ÜberfkUwehr (Fig. 326). Nennt man die Strahldicke über 
dem Wehre h, so muss, weil nun der Durchflass ins Freie erfolgt, 

Q^=^^h f2ff {(A + k)'" — k'/'] , also 
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" ' = {^ + 'f -^ 

sein, wobei wieder V^M = 0,57. Hiernach bestimmt sich dann 
8) h^^ Il+t — k. 

Beispiel: Für einen Flasa sei «;= 1 "■■,,, i = 3 >", -F'=24i", Q = 24cfc«. 
Mittels eines Wehres soll ein Aufstau um Ä — 0,5 » herbeigefnhrt werden, das 
Weht soll 10 " Breite erhalten, anch sollen oberhalb dea Wehres Sebn abge- 
leitet werden, so dass nur noch Q, ^^ 22 «>>■" über dos Wehr flieesen. Die 
Bedingung 6 wird: 

9S > 0,S7 ■ 10 . 0,s y~^g-0~i = 8,92 , 
d. h. es mQs£ ein Grundwehr erbaut werden. 

Für die Geschwindigkeit e oberhalb des Wehres gilt annähernd; 

Dann wird nach GL 4; 

., % .,.. '■'■•'•-''■••"• -=.,.. 

0,«- loy 33 0,M yö,!.* 

Der Wehrkörper muss also A^^f — ft]= lii^Habe erhalten. 
Bei Veniachlässignng »on k wBrde sich A, ^ 0,ej " ergeben. 
Soll unter sonst gleich bleibenden Verhältnissen eine Stauhöhe ff=2m 
erreicht werden, so wird Bedin^ng 6: 

22 < 0,H ■ 10 - 2 /"2 3 ■ 2 = 7 1,4 , 
d. h. das Wehr wird ein UberTallwehr. Es ist 
to-2 24 



Gleichung 7 liefert: 



-2 4-2-22--' * = «'^' 



- + 0,,H 



\0,5J ■ 10 ■ 4,« 

Die Höhe des Wehrkörpers wird dann Aj = 2 -|- 2 - 
Vemachläesigong von k würde sich (erhebbch einfacher) 






\0,jvl0.4,4JBy 

y) Stau dnrch den Einbaa von Erfickenpfeilern. Werden 
in einen Fluss von der Breite B und der Tiefe ( (Fig. 327), 
welcher mit der Oesehwindigkeit w die sekundliche Wassermeoge 
Q führt, Brückenpfeiler eingebaut, welche die Durchflnssbreite auf 
die Grösse l einschränken, so wird dadurch ein Anstan H verursacht 
Ffir diesen ist die für ein Grundwehr abgeleitete Gl. 3 {S. 311) zu 
benatzen, wenn man nur die Hebe des WehrkOrpers Null, d. h. 
Ai = t und zugleich Q,^ — Q setzt. Es wird 

9) Q = \ßihV2g[{H + kyi' — Ar'/.} + fju^uYlgT^+k). 
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Hierin ist 



2j?' BiH+t)- 

Ist die zuliUsige Stauhöhe H gegeben, so kann man aus obiger 
GleicbuDg leicht die erforderliche lichte Weite b berechnen, nämliGh, 
wenn man w^n übereinstimniender DarchSussverhältnisse Mi = ßi^ 
= fi setzt: 

Q 



'._ fc*/' + tV^H'^ k\ 




Die Auflösung der GL 9 
nach S ist umständlich. 
Jedoch hatProf. Dr. Mehmke 
(Stuttgart) in der Zeit- 
schrift Civilingenieur 1889, 
S. 623, angegeben, dass, 
wenn man 

BVig 

fih V29 
setzt , die Annahenings- 
gleichung T | 

2 /"öä"_~2 f 1 

"'3^+'- Vfl- i ^ 

benutzt werden kann. Für Pfeiler mjt, spitzen Vor- und Hinter- 
köpfen ist /^ = 0,95, für stumpf abgeschnittene Pfeiler ii = 0,üh 
zn setzen. 

Beispiel: Ein Flnss fahre bei 2™ Wassertiefe ond 50»" Breite 100«'"« 
in der Sekunde. Auf welches Mafs darf die Lichtweite eingeschränkt weiden, 
wenn eine Stauhöhe H^ 0,o> ^ zulässig ist? 

Es ist dann die GeBchwindigbeit oberhalb der Pfeiler 

Gleichung 10 giebt; 



< > ' 



|-o,»"' + ?l''o,«} 
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Berechnet m& 
Seite von OL 11: 
nnbedentend. 



hiemacb die Hütfsgrössen a und ß, so liefert die linke 
?,ei3, die rechte Seite 3,ns; der Uoterechied ist Elisa 



^) Staakarve ud Stanweite. 

Will man erfahren in welcher Weise der Stau oberhalb eines 
Wehres allmählich abnimmt, so benutzt man fBr die verzögerte 
Bewegung, welche 

oberhalb des Wehres Fig. 328. 

stattfindet, einen ähn- 
lichen Bechnunga- 
gang wie auf S. 308. 

unmittelbar 
oberhalb des Wehres 
(Fig. 328) betrat 
die Tiefe 

welcher ein Querschnitt Fi , ein benetzter umfang U| , eine 
Geschwindigkeit w^ entspricht Man wählt nun eine Tiefe t^, 
welche etwas kleiner ist als 1^ und beiteichnet die entsprechenden 
Querschnittsgrösaen mit J'a i^id «j, die Geschwindigkeit mit wj. 
Es lässt sich sodann berechnen, in welchem Abstand x^ vom Webte 
sich die Tiefe t^ findet Es mnss sein 




1) 



tv_5r 

2(f 2g 



' F'2ff 



oder nach dem Yerfahren auf S. 308: 

Ist aber n die Neigung der Sohle des Waaserlaufes, so mitss auch 
3) 2 = a.ri — (ti — (2) sein. 

Vereinigt man diese Gleichung mit der vorstehenden und löst nach 
oTi auf, so ergiebt sich: 



Hierdurch liegt der Panitt Pj der Staukurve fest 
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Man wühlt nun eine wiederum etwas kleinere Wasserttele (3 
und sucht den zugehörigen Abstand x^ von der Stelle mit der 
Wassertiefe t^, indem man ans GL 4 eine neue Gleichung bildet, 
deren Indices durchweg um eine Einheit grösser sind. 

Beispiel: Das Bett eiaes Waeserlaufes habe 6™ Bodenbreite und einen 
trapejKrmigen Querschnitt nach Pig. 331, S. SOS, mit einem Böschungswinkel 
p=26,'.''(tgje = 0,.',, siny = 0,MT). 

Die Neigung der Sohle betrage p[„ 3.59 

a ^ 1 ; 5000 . Bei der nraprünglich 
gleichmässigen Bewegung möge die 
WasBCrtiefei'^S»' gewesen sein; dem 
entspricht -P^äOi", u=14,8s"', 
r = 1,» ", ß— 0,0109 , J = 43,7 , 

daher eine Geschwindigket «1=^42,7 l/v^rjTjr ;= Oisa" und eine WaaBemiengö 

^ = 1.'V'"°- Durch ein Wehr möge eine Stauhöhe iT 1=0,6" hervorgebracht 
sein, so dass die Wassertiefe oberhalb des Wehres 2,s i» betragt (Fig. 329). 
Ea soll berechnet werden, in welchem Abstand x^ die Tiefe noch 2,4 " ist. 



Fari, = L 


r,.D wird F,=27,»q'n, 


.,-17,. 


>". 






Für (, = - 


,4" wird JR, = ä5,8sq'n 


,^ = 16,, 


". 






Für diese 
liernach folgt 


Strecke ist dann r^ - 
US Gl. 4 : 


._J■.-^'', 


= 1,9» 


und 


;S=:0,0« 




19,« l25,>. 


-^) 




,.. 






0,0«.. 33,^.53,4^.13, 
•»'""^ . 8. 9,11. 2 V- -20,«.' 


_L 




Setit mal 


sodann t,=-2,ii«, 


SO wird 


f\ = 24,1» 


,m, 


«1 = 16,ü9 


»t + ". 


= 1,5 nnd ,9. = 0,0101 










Gleichung 


4 ergiebt nunmehr 












-^^^^ 


"Ö 


^ = 1001 


™. 






'•—rm, 


- 50,s ■ 13,9 
i.'-25,o=' 




In gleiche 


Weise kann man weitere Punkte 


der Staukurve 


bestimmen 



GleichuDg der Stanknrve für einen Kanal von grosser Breite 
and geringer Wassertiefe. Denkt man sich den Querschnitt an- 
rsweise als Rechteck von grosser Breite, so ia^st sich die 
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Oleictiang der Staukurve entwickeln. Es sei t die Tiefe des ange- 
staaten Wassers, also annähernd t = J*: u (vergl. S. 292), H die 
Stanli9lie am Wehre bei A (Fig. 330), ,» die StaabObe, w die 



Fig. aso. 




mittlere Qescbwindigkeit im Abstand .v vom Wehre; im weiteren 
Abstände dw sei die Stauhöhe y + dy (wo dy negativ), die Qe- 
scbwindigkeit w + dw. Kommt auf die Strecke dx ein Höbenunter- 
scbied dz des Wasserspiegels, ein GefUlle a. • dx des Bodens, so ist 

wdw „ M w^ 

= — T'^^Fr/'-^^ 

weil {w + dv>y- ~wi = d (w5) . 



Femer ist nach 1 



dz = dy -\- a.-dx, 

' + "'{'- ^^'£) — 



Ans dieser Gleichung kann dw entfernt werden; es ist bei kleinem q 

« A «^2_ 



" i (< + .ti 



i(l + y)' 



jvGoOi^lc 



uDd durch Multiplikation 
wdw = — 



3 g. Staukurv« und Stauweite, 



»'« + } 



wdw = — — dj/. 

Setzt man dies in Gl. 1 ein, so entsteht 

^.__lZiEE5I. 



Mit wachsendem x nimmt die Wassertiefe t + y allmählieli 
ab, die Oesehwindigkeit w daher allmählich zu; somit verkleinern 
sich auf der rechten Seite der Gl. 2 mit zunehmendem x sowohl 
der Zahler wie der Nenner. Wird der Nenner zu Null, während 
der Zähler noch grösser ist als Null, so geschieht dies für 

" = '' J^27' 
d. h. für diejenige Stelle, wo die Bewegung eine gleichförmige ist; 

es ist dort ;t^ = 0, d. h. die Staukurve hat sich dem angestauten 

Wasser wieder angeschmiegt. Es bedeutet dies den gewöhnlichen 




Fall, dass der Stau sich nach oben hin allmählich verliert, wobei 
die Staukurve ihre konvexe Seite nach unten kehrt (Fif. 331). 
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Wird aber för irgend eine Stelle der Zähler der Gl. 2 zu 
Nail, während der Nenner noch >■ ist, wird 

-I— = — oder -^ = — o=, 
dy dx 

so steht der Wasserspiegel an dieser Stelle (nahezn) lothrecht, es 
bildet sich ein Wassersprung oder eine Wasserschwelle. 
Dieser Fall ist zaei'st von dem Italiener Bidone 1820, später aber 
auch von Jul. Weisbach (Freiberg in Sachsen) in Kanälen mit 

Fig. 332. 




grossem Gefällverhältnisse beobachtet. Es verschwindet dann der 
Stau nicht allmählich, sondern bei B {Fig. 332) plöt;;lich. Damit 
dies eintrete, muss an der betreffenden Stelle der Zähler in Gl. 2 
Null sein, d. h. 

vi"- t + V 
') V- 2 

oder die Geschwindigkettshöhe gleich der halben Wassertiefe. Gleich- 
zeitig muss sein 

^ „ ^2 Fig. 333. 



d. h. wegen Gl. 3: 



F 2 ■ 




Weil nun annähernd — = t + y, so muss a > ^/iß sein, damit 

ein Wassersprung entstehe; dies bedeutet, wenn in Mittel ß = 0,008 
gesetzt wird, a > 0,004 = 1 : 250, d. h. ein ungewöhnlich grosses 
Oeßllverhältnis. 



oyCoOt^lc 



3g. Staukurre und Stauweite. 319 

Die Höhe (' — ( des Sprunges lässt sich nach Fig. 333 in 
folgender Weise berechnen: Es ist 
4) vt' = tV(,t, ferner 

') '-'■ = ^-^ + ^^- 

worin das letzte Glied den sog. Stossrerlust bezeichnet (S. 246)> 
Sonach wird aus beiden Gleichungen 



^'11 = '^ 



6) 

Nach Bldone's Versuchen ist die Höhe des Sprunges in Wirk- 
lichkeit grösser, als diese Formel 6 ergiebt. Nehmen wir daher 
den Sprung weniger plötzlich an und vernachlässigen deshalb den 
Stossrerlost in Gl. 5, so entsteht aas vt' = w^t und 



Aus der Entwickelnng der beiden Gleichungen 6 und 7 folgt 
weiter, dass ein Wassersprung mit (' >■ ( nur dann entsteht, wenn 

-^- >- -; es stimmt dies seiner Bedeutung nach mit Gl. 3 überein. 

Um nun die Form der Staukurre im Einzelnen zu erfahren, 
muss man in Gl 2 die Veränderlichen w, F und u durch y aus- 
drücken. Beziehen sich t, wq. F^, «« auf das nngestaute, gleich- 
massig fliessende Wasser, t + t/, w, F und v auf das gestaute 

Wasser, so ist w^ = «/(,' t-— — r^, femer nach den B^eln der 

gleichmässigen Bewegung, wenn man wegen der grossen Breite 
V = uq = h setxt (gemSss S. 292), 

bt 



■i-^y 





W-l^-JT "'' 


W-' 




'^9 


^ (, + „,!• Mnachmit ^_ 




« ..' , «' 




■" F -tg (( + yf ■ 
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Hiermit wird aus Gl. 2, S. 317 



-1. , '^",tn' 



It + yy-^jt' 
-'•"-'"' (, + ,,)=-,. • 

Behufs der Integration ist auf der rechten Seite eine Zerlegung 
in Theilbrfiche erforderlich, jedoch muss, weil der Zähler nach p Ton 
demselben Grade ist wie der Nenner, dnrch theilweise Division erreicht 
werden, dass der Z&faler von geringerem Grade wird. Fügt man 
im Zähler + t^ — t^ hin^n, so entsteht nach einmaliger Division: 

f "('-¥) l 
--■'■■- ''.n'+ (,+y,3- 4 * 

8) -adx = d}i + (l ^'^^ '^ 



Weil (t + j,)' — (' = 3('i/ + 3(s^ -f !(* = !)(3(= + 3(j( + j/*) iat, 
kann der letzte Brnch geschrieben werden 



(t + yf-f y(3<' 4- 3*3/ + !,")■ 
Die Zerlegung dieser gebrochenen Funktion in TheilbrQche maas, weil die 
Gleichung Si^-\-5iy -]-y'=-0 imaginfire Wurzeln hat, in der Form geschehen: 

t' = i. j- fy +g 

,(3(' + 3(j, + :,') s '^ät^ + Sts+y*- 
Nach Fortschafiung der Nenner wird hieraus 

9) i> = 3l^A + UAg + Äy> + Py^-\-QS- 

Soll diese Gleichung fOr jeden Wertii von y bestehen, so moas EunSchst statt- 
finden tbt y =^0: (' '^ 3«'J, d. h. ^ = '/»'■ Ebenso ergiebt die erste Ab- 
geleitete der Gl. 9 nach j: = 3tA + 2Äy 4- 2Py + Q und iBr y = 0: 
Q = — ZtÄ = — i'. Die zweite Abgelötete = 2A + 2P ^eht sehlieea- 
lich P = — A =^ — V"'- Hiernach wird 



y(3(' + 3<S -1-/) 
Nun kann man GL 8 achreiben: 



t 




V"s + <* 


3 


3l'-|-3(y+y»' 


ri 


dy 
V 


1 2i/ + 6( 


13 


6 3(' + 3(y + j» 
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Das Differential des letzten Nenners ist aber (3( -(- 2y)dy, daher zer- 
legen nir den letzten ZShler in 2y -{- ä( und 31, am zu erhalten: 

--"'-"i'+l'-yJ'lyy-T s^' + st^ + j,' «'!' 

2 3(" + 3(!, + !,'/- 
Setzt man znr Integration des letzten Gliedes vorübergehend y^>-|-a, bo 
wird 3(' + 3(y + s' = 3l' + 3(j+3(<. + »» + 3a#+a'; aollen nun die 
Glieder mit dem Faktor > Terschirinden, so mnee 3e + 2a^0, d.h. a=^ — V''i 
« = j, + */it sein. Dann wild 3(» + Siy + y' = 3i' — •>(' + '/«(' + .' 
= V«l' + *'nnd 

'iy _ _ 

3l' + 3*S* + y' ■/**' + 

>') . / . ... ^_,x 

-/^3 mit < = y + 



Die Int^ration der Gl. 10 ergiebt dann mit Benutzung Ton GL Ut 

„=-,+(i-y,/-±i,+i-i(3,.+3,,+,-) 



+w-''(Fr7+'^)} + ''"^ 

Ternnigt man in dem Klammeraosdracke die beiden Logaritihmen, indem man 
setzt tmd führt znr Abkürzung die Bezeidumiig 

'^) l'(»7+'V + ')+W-«(wf + v^^-)=/(f) 

ein (b. die Tabelle 8. 323), so wird 

o« = -i/+(l-y)<-/(f) + Conet 
Weil nnn der Abstand x vom Welir ans gemessen ist, wo y^B, so wird 

= -fl+ (l -^) (./(:^) + Const 
sonach schliesslich durch Abdehen 

■« — -^+('-T)'Mf)-/(f)}- 

Kommt oberhalb des Wehres kein Wassersprung vor, ist also 
a <: ^hß und daher in GL 13 der Faktor 1 — 3- >■ 0, so ergiebt sich, 
weil ftlr ^ = die / ( jj = 00 wird (Dach Gl. 12), für 3/ = die 



K*ok, 
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Strecke x = ot^; A. h. in diesem meist vorkommenden Falle er- 
streckt sich die Wirkung des Staues nacli oben hin ins Unendliche: 
die Staukurve schmiegt sich nach oben hin dem ungestauten Wasser- 
spiegel asymptotisch au. In diesem Falle hat 61. 13 unbeschränkte 
Gültigkeit für die Staukurve oberhalb des Wehres, d. h. för 3/ £ Ä 
(der Stauhöhe am Wehre). 

Kommt aber w^en a> '/iß ein Wasserspmng vor, -steigt 
also an einer Stelle das Wasser plötzlich von der Tiefe t auf die 
grössere Tiefe (' an, welche nach Gl. 7 (S. 319) zu berechnen ist, 
so gilt GL 13 nur von dem Wehr aufwärts bis zum Wassersprunge, 
dessen Lage man mittels GL 13 berechnen kann, indem man 



In dem Grenzfalle a = ^jtß zwischen den beiden vorstehend 
genannten verschiedenen Fällen wird in Gl. 13 der Faktor 



1 — - 
14) 



= 0, daher einfach 
X = H—Vi 




die Staulinie wird eine wi^e- 
rechte Gerade BC (Fig. 334), 
geht in den angestauten 
Wasserspiegel nicht durch 
allmähliche Anschmiegnng, 
sondern mittels eines (ein wenig aasgerundeten) Enickes bei B über. 

Die Grössen / [^j können aus der Tabelle S. 823 entnommen 
werden. Die Berechnung der Tabellenwerthe möge an einem Bei- 

V 1 
spiel, etwa für 7 = 7 gezeigt werden. 

Hierfilr ist (Gl. 12) 



■ ■log 61 + 0,1 



Der Tangente 2,ißOT entspricht 
,iniia. Di^er wird, weil log61^ 



V^3 
'7 SS arc tg2,o 
in Winkel 1 



iM^^') 
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T«b«lle lar Berechning nn StaiknrreB. 



y 
t 


/(f) 


y 

t 


/(f) 





oo 


'A 


Msee 


0,01 


2,3261 


■ V* 


1,3267 


0,02 


2,0983 


V3 


1,2539 


0,03 


1,96W 


Vs 


1,1616 


0,04 


1,873B 


2/3 


1,1050 


0,05 


1,8026 


1 


1,0387 


0,06 


1,7451 


1,5 


0,9890 


0,07 


1,6970 


2 


0,9632 


. 0.08 


1,6556 


2,5 


0.9482 


0,09 


1,6196 


3 


0,9384 


0,10 


1.5875 


3,5 


0,9317 


0,13 


1,5092 
1,4538 


4 


0,9270 



BcUpiel I ; Die Breite ebes nahezu rechtwinkligen WasBerlaafes sei 
4=:100i>>, die Tiefe des oiigeBtuiten Wassers ( = 2», die Stauhöhe am 
Tfehre fl=0,i", das GeiaUverhÜltnis a = 0,oM2. Die mittlere Tiefe oberhalb 
de» Wehres beträgt (2 + 2,s) ■ 0,s = 2,atffl, daher ist im Mittel r = 225: 104,5 
=^2,it"-, das giebt rund ß=fi,m (»ei^L S. 29G), 



a ist — = 



,/t=1," 



Femer wird \ — —^^\ 



Setzt man nni 
der Tabelle /(0,s) = 



0,4>n = 0,s( = V>'i so ergiebt eich nach vorstehen- 
, mithin nach QL 13: 



«, = 5000 {0,s — 0,4 + 2 - 0,9sse (l.saM — l,.»?)} = 1072 ■ . 

Da die Tabelle zwischen -^ = und -^ = 0,h 13 Weithe enthält, so kann 

man aus ihr 13 Funlite, also ansser dem soeben berechneten {it, y^ noch 12, 
leicht ableiten. 

Geringe Stauhöhen, die nicht grosser sind als die Wellenbewegungen des 
Wassers, pflegt man anbeachtet zu lassen. Die Wellenbewegangen wachsen 
mit der Tiefe-, demgemSss pflegt man eine Stauhöhe von ya^O,Dit zu rer- 
nachlässigen, so daes sich dann statt der ideellen Staaweite = oo eine endliche, 

21' 
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dem Werthe y„ ^ 0,oi ( entsprechende, begrenzte Stanweite z^ ergiebt Für 
diene gilt mit y^ := 0,in i» i 

»o = ö000{0,5 — 0,oj + l,»iii (■2,iin — J,»mt)}= 11950 m. 

Zmiechen j|^0,i und 50 ^O,«"» eollea hier nur noch yj^O,«" nnd 
jr,^0,i"< berfickeichtigt «erdeD. Dann ist 

T, = 5000 {0,B — 0,2 + l,»ni (l,H7t — 1^7)} = 3992 » . 

sc,, = 5000 (0,s — 0,1 + l,»ui (l,i«tfl — l,aM7)} = 6547 "• . 

Diese Stanknire ist in Fig. 331, S. 317 gezeichnet; die Längen sind in 
1 : 200000, die Höhen in 1 : 100 dargestellt 

Beispiel i: Ein gemauerter rechteckiger Kanal von i^0,3i>" Breite 
habe eine Bodenneignng ci = 0,oi3. Es bewege sich darin Wasser gleich- 
förmig mit einer Waasertiefe ( = 0,os»» nnd einer selnudlichen Wassermenge 
Q = 0,(»Mi «i"n ; dann ist mit F= 0,aas ■ 0,0« = O,oioa v 

Wo = 0,<iMi : 0,oäo« = l,«ss "> und 

d. h. bedeutend grösser als die halbe Wasseitiefe; mithin ist als Folge einer 
weiter nnten bewirlcten Aufstauung ein Sprang zu erwarten. Für dessen Höhe 
liefert GL 6, S. 319: 



..=,,..yE 



GL 7, 8. 319 aber 

(• = 0,07. + j/'Ö.i« ■ 0,(«4 + 0,oVa' = 0,W4 ■ . 
In Wh'klichkeit war nach der Hessung Bidone's, der an diesem Kanäle 
Versuche anstellte, t' ^ 0,ia«, was mit dem letzteren Werthe gut Qbereinstdmmt. 
Es werde Ri die weitere Bechnui^ t'^0,ig, also die SfiaiihOhe dort zu 
1^0^0,19 — 0,081^0,1«™ genommen. 

Die grösste Stauhöhe wurde zn N^O,tit^ gemessen. Dann kann man 
die Entfernung X(, des Spranges von dem Orte der grössten Stauhöhe nach 
Gl 13, S. 321 berechnen. Es ist 

-2 g ^ «.,■ _ 0,». ■ 2 ^ 
ß gl 0,0.. 

/ [— I =!=/(3,aTt) wird durch Interpolation in der TabeLe S. 323 erhiJten zu 
0,MH, mithin 

0,1}» *o = 0,11» — 0,«B — 3,6 ■ 0,om(0,»mi — 0,M»4) 
nnd »0 ^ 3,s " , während Bidone's Messung etwa aj, = 3,6 »i ergab. 



oyCoOt^lc 



4. Druck Btrömeuden Wassers gegeo feste Körper. 



För ^ = 3 oder y, = 



mit 


«1 = 


1«. 
















n. 


Hl« 


2, 


oder 


»1 = 


= 0, 


• • 


wird 








0,. 


8«, = 


0,a 


._ 


0,, 


-0, 



mit »ä = a,»". 

Dieser Wasserspnmg ist in Fig. 332, S. 318 gezeichnet; die Längen sind 
in 1 : 100, die Höhen in 1 ; 20 dai^esteUt. 

4. Druck strümenden Wassers gegen feste Körper; 
Widerstand des Wassers gegen bewegte Kürper. 

Bei scheinbarer (relativer) Buhe des Wassers gegen einen in 
denselben eingetauchten festen EOrper heben sich die wagerechten 
Seit«nkräfte des Wasserdrucks gegen den Körper auf. StrOmt aber 
das Wasser mit einer Geschwindigkeit w gegen den ruhenden 
Körper, so werden die einzelnen, ohne Anwesenheit des E^Srpers 
parallel verlaufenden Stromfaden gezwungen, den Körper zu um- 
fliessen, sich in gekrflmmten Bahnen zu bew^en, wozu Kräfte 
erforderlich sind; das Wasser staut sich an der Vorderseite auf, 
während an der Rückseite eine Vertiefung entsteht (Fig. 335). Es 
erfolgt daher auf der Vorder- 
seite eine Vergrösserung, auf - ^' 
der EQckseite eine Vermin- 
derung d^ Druckes gegenQber 
dem Buhezustande um P^ 
bezw. Pj. Die Gesaramt- 
wirknng der Strömung besteht 
daher in einer Kraft D im 
Sinne der Geschwindigkeit w, 
und zwar ist 
1) I) = P,+P^. 




Der Verlauf der Stromfäden ist theoretisch nicht festzustellen. 
In Anlehnung aber an die Formel för den Druck eines Wasser- 
strahls gegen einen fremden Körper (S. 2Cd) darf man mit einiger 
Wahrscheinlichkeit setzen: 



P,-C.yF^; 



-<iy'^i 
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wenn ;- die Dichte der Flüssigkeit, F der grGsste Qaerschnitt des 
eingetancbten Tbeiles dea festen ESrpers, rechtwinkl^ zur Geschwin- 
digkeit w gemessen. Für ein Prisma mit ebenen, rechtwinklig zu 
w stehenden Endflächen kann mit einiger Wahrscheinlichkeit Ci = 1 
gesetzt, d. h. angenommen werden, dass die Dmckvermehrung Pi 



an der Yorderseite einer Drackböhe A| 

^ von der Lange des Prismas 
abhängig ist Bei einer dflnnen 
Platte (Fig. 836) ist die Dmckrer- 
mindemng an der Bückseite am 
stärksten; man setze, wenn l die 
Länge des Prismas in der Strom- 
richtang, für 

l 
VT 



2? 



entspricht, wahrend 



= 0,03 1 




^ = 0,86 0,46 0,35 0,33 0,34 
Die Gesammtwirkung der Strömung auf den Körper ist 

3) »-Sy-Flf 

mit C = Ci + Cj , dann wij d für 



- 1-9 



1,46 1,35 1,33 1,34. 



Der Widerstand rahenden Wassers gegen prismatische, mit 
der Geschwindigkeit w in der Bichtang der PrlsmeaaebM bew^e 
EOrper ist ebenfalls nach den GL 1 — 3 zu beurtheilen. Es w&ren 
dafür sogar die gleichen Ziffern zu erwarten; aus anbekannteo 
Gründen sind aber die Ziffern ^ kleiner, während Ci eben&lls — 1 
gesetzt werden kann. Es ist für 

l 
tF 

Cj = 0,43 0,17 0,10 0,10 
f= 1,43 1,17 1,10 1,10. 



^ = 0,03 
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4. Dmck atrSmenden Wassere gegen feste Körper, 



327 



Rg. 337. 



Hat difl vom Wasser getroffene Platte selbst eine Geschwin- 
digkeit c, so kommt ffir den Druck N gegen die Platte, der bei 
Vemacblässignng von Eei- 
bung und Adhäsion nur 
rechtwinklig zur Platte 
sein kann, die scheinbare 
(relative) Geschwindigkeit 
u des Wassers gegen die 
Platte in Frs^e. Bildet 
diese mit der Platte den 
Winkel e, so hat die Seitengeschwindigkeit u cos e des Wassers 
parallel zur Platte keinen Einfluss; es wird der Druck N nur durch 
die Seitengeschwindigkeit « sin e rechtwinklig zur Platte bedingt. 
Ist wiederum }' die Grösse der Platte, ;- die Dichte der Plüss^keit, 
so wird auf Grund von Gl. 3 {S. 326) 

4) 2f=^yF- 




2g 



Ist ein prismatischer Körper vom 
Keil mit lothrech- 
ten Seitenebenen 
und den halben 

Keilwinkeln Sj 
bezw. £2 zuge- 
schärft (Fig. 338), 
so wird, weil die 
eine Fläche des 



id hinten durch je einen 

Fig. 338. 









\ 




^ \ 


.<- 


\ 




. _k 


B 


[^» 






. / 



Vorderkeils die Grösse -. 



^ = Srr- 



— hat, der Normaldruck gegen diese 

F -w^ . , 
2 sin «1 2 ff / 



Diese Kraft kann man zerlegen in eine Qaerkraft H, die durch eine 
entgegengesetzte, von der anderen Keilfläche herrührende, aufge- 
hoben wird, und eine Längskraft 

F v>^ . 
jVsinci = g^Y— ^ sin^Sj, 

die = ^/iPi zu setzen ist, weil die zweite Fläche des Vorderkeils 
eine ebenso grosse, gleichgerichtete Kraft liefert and beide zusammen 
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die Drackvergrösaernng P^ der Vorderseite (in Folge der StrCmung) 
bilden. Sonach ist 

Gegenüber Ol. 2, S. 325 stellt also sin ^e, die Verminderang der 
Kraft Pi durch Zuschärfung der Vorderseite aas. 

Die Zusch&rfung der BQckseite hat einen ähnlich rerkleineraden 
Ginflnsa auf die Kraft Pj, so dass man 

,..a 
6) 

mithin den Gesammtdruek des bewegten Wassers gegen den Körper 

7) i> = (A Sinnes + A am^^2)rF^ 

aetzen kann. 

Für El =«5 = 45« wird z.B. 



D = Q,bbrFir-. 

ig 

Würde unter sonst gleichen Umständen «2 = 90", der Körper also 
hinten nicht zugeschärft sein, so erhielte man 



während Ej = 90«, £3 = 45«, d. h. Zuschärfung nur am hinteren 
Ende, 

J> = {1 + 0.055)r-F;^ = l,055rPs- 
liefern wßrdo. 

Sind Vorder- und Hinterfläcbe des Körpers gekrümmt, so wendet 
man die vorstehenden Bechnungen auf ein als eben betrachtetes 
Fl&chentheilchen an und tindet den Gesammtdruek D durch 
Integration. 
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4. Drnct strömenden Wassers gegen feste Körper, 
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l8t die Vorderfläche eine Cylinderfläche vom Halbmesaer 
r und der Höhe k, so wird (Fig. 339) tür ein Flächentheilchen 
dF = de-h derselbeD, welches mit w 
den Winkel d bildet und die Mittel- Fig. 339. 

puntta-Koordinaten x und»/ hat: 



8) 



dN=^irdF- 



oder, wenn man zur Abkürzung 



Ar; 



2? 



= Pi setzt: 




10) dN=>^idFäüH. 

Die Seitenkraft in der Richtung von w 

wird dann: 

dP^ =)p^dFsmH, 
während die andere Seitenkraft dH ohne Bedeutung ist. Weil 
nan dF = h-ds, sin Ö = - = -^ und ,r^ = r^ — y^, so wird 



FOr die halbcjlindrische Vorderfläche hat man y zwischen den 
Grenzen y = — r und y=-\-r oder doppelt von i/ = bis y = r 
zu nehmen, mithin 

A 2 , 



-Pi = 2p,-^((rä-3/!)rf3/ = 2 



= 2rh, SO wird 



Da nun die Querschnittafläche des Körpers F = 

p, = y3p,F, 

d. h. es wird in Folge der halbcjlindrischen Abrundang der Über- 
druck Pi gegenüber dem auf eine ebene 
Fläche F auf Vä verkleinert. Für einen 
Vollcylinder ist dann an der EQckseite 
ebenso der Minderdruck 



Fig. 340. 



Pi = 



P2F, wenn 



2i' 
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daher der gesammte Druck 



11) 
12) 



D = 



18) 



'^ri 



deD hydraulischen Druck für li" ebene Fläche bedeatet 

ht die Vorderfläche des Körpers eine Halbkugelfläche, 
so wird, wie für den Cylinder 

Da nun d für alle Theile der Kngelzone QQ, (Fig. 341) den 

gleichen Werth hat, so kann als dF sogleich die ganze Zone 

dF = "iJzyds = 2rxdx 

eingeführt worden. Dann wird mit ^ 3^j 



dPi = p, -=-3-,c3da;. 

Dies giebt, für die Halbkugel zwischen 
den Grenzen a; = und .v = r integrirt: 



"■ Y^ 


"~ 




'»>fl„ 




»d/l 


r.~'~- 






—X- 


'"-h 





^^1 = 






Die halbkngelförmige Abmndung ver- 
mindert also den Überdruck P^ gegenüber 

dem für eine ebene Fläche auf die Hälfte. Für eine Kagel ist dann 
an der Eückseite ebenso P^ = V^Pj-J^. daher der gesammte Druck 

1 1 M/2 

U) I> = \',F=\C,F^^. 

Soll die Kraft D die Eugel in mhendem Wasser mit der 

6esc1lwind)g1ieit w gleiclimSssig bewegen, so ist, wenn man die für 

Prismen gefundenen Zahlen aach hier anwendet, nach S. 326, mit 

l _ -ir 

Vf rfn 



- = 1,1 



jvGooi^lc 



5. Aus&oss der Gase bei geringem Cberdrnck. 
C= 1,16 20 wählen. Hiemach wird dann 

während Veranche im Mittel die Ziffer 0,54 ei^eben haben. 



5. Ausfluss der Gase aus Gefässen, bei geringem 
Überdruck. 

Innerhalb eines grossen Geßsses (Fig. 342) befinde sich ein 
Gas unter dem Drucke p^ und der absoluten Temperatur 2\, 
wonach dann auf Grund der Zu- 
standsgleiehung (GL 5, S. 210) auch Fig- 342. 

die Dichte 

bestimmt ist. Ansserhalb des Geßsses 
herrsche der Druck p. Dann kann 
man, falls pi : p nicht viel grösser als 



"L 



1 ist, annehmen, dass das aus einer kleinen Öffnung F strömende Gas 
beim Ausströmen den Druckp annimmt Mit dieser Druck Verminderung 
ist nicht allein eine Verminderung der Dichte, sondern auch eine 
Verminderung der Temperatur verbunden. Bei nur geringem Unter- 
schiede der Drücke p und pi möge aber die Dichte -Verminderung 
einstweilen nnberfieksichtigt bleiben, also angenommen werden, dass 
das Gas mit der Dichte ^i auch zum Ausflusse gelange. Unter dieser 
Annahme verschwindet der wesentliche Unterschied zwischen Gasen 
und tropfbar-Hüssigen KSrpem, und es kann nun die Gleichung für 
den Ausfluss des Wassers (Gl. 4, S. 232) auch auf Gase angewandt 
werden, d. h. (für kleine Öffnung) 



'Y^ 



ri-t 






Der Druck p^ nimmt im Geisse von oben nach unten etwas 
zu, jedoch sehr unbedeutend. Bezeichnet man mit py den Druck 
des Gases in der Höhe der Ausflussöffnung, so ist in obiger 
Gleichung ^ = zu setzen. Sodann muss die nicht unmittelbar 
zu messende Dichte Xi nach GL 1 eingeführt, endlieh auch, ebenso 
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wie beim Ausflüsse von Wasser, eine OeschwindigkeiUziffer <p hinza- 
gefBgt Verden, welche Dach Orashof, Theoretische Maschinenlehre, 
1. Band, S. 585, auf Grand Weisbach'seher Versuche zn etwa 
2) (p = 0,98 

angenommen werden kann. Hiernach wird 



8) w = <p'^igBT,[\-^y 

Bei der Berechnung der sekundlichen Ausflassmenge ist zu 
berücksichtigen, dass beim Ausflusse von Gasen aus denselben 
Grflnden wie bei Wasser im Allgemeinen eine Einschnürung vor- 
kommt, dass der Strahlquerschnitt also =aFzu setzen ist. Bei 
kreisförmiger Öffnung in dünner Wand kann 

a = 0,65, 
mithin die Aaaflnssziffer 

ix = tp-ii = 0,64 
gesetzt werden. 

Bei Gasen pflegt man die sekundliche Ausflussmenge in Kilo- 
grammen auszudrücken, weil bei der Angabe nach Kubikmetern 
stets noch die Dichte ausserdem anzugeben wäre, um die Ausfluss- 
menge bestimmt zu kennzeichnen. Die sekundlich ausfliessende 
Gewichtsmenge ist dann 

G=ri'^F-w oder 

Diese Gleichung gilt aber nur für sehr geringen Übwdruck. 

Beispiel; Der AuBsendnick betrage 1 >t, entsprechend einer Queckailber- 
Bäule von 735""°. In einem Gefasse befinde sich Luft von (1 = 10° C. oder 
7"!=: 283'' und einem Drucke von 7G5="= QnecksUbersäoIe. In der Gefäss- 
wand befinde sich ein mndes Loch von 1 qf^» =: 0,im«i v» QrEtsse; es sollen 
Beknndliche Geschwindigkeit und Genichtsmen^ der anBBtrdmenden Luft be- 
rechnet werden. SCt Äi=29,j7 und p^O,eä wird Gl, 3; 



,y7 



daher mit a 



2„.29,i,S83(l-S) = ™./... 



lOOOO 
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. Specifi^che Wärme. 



6. Specifischs Wärme; Zustandsänderungen der 6a8e. 

Die Temperatur eines ESrpers, also auch eines Gaaes, kann 
man erhohen, indem tnan dem Körper, etwa mittels einer Heizung, 
Warme zufährt Die Menge der Wärme wird gemessen nach 
Wärmeeinheiten, unter einer Wärmeeinheit { W£) versteht man 
diejenige Wärmemenge, welche nöthig ist, um die Temperatar von 
1*8 Wasser von 0" C. auf 1" C. zu erhöhen. Die nach diesen 
Wärmeeinheiten gemessene Wärmemenge wird mit Q (bedeutet 
Quantum) bezeichnet 

Die Anzahl der Wärmeeinheiten, welche man einem Kilogramm 
irgend eines Stoffes mittheilen mnss, um dessen Temperatur nm 
l'* C. zu erhohen, heisst die speciflsehe Wärme oder die WSnne- 
kapacität dieses Stoffes. 

Die specifische Wärme eines Gases zeigt sich verschieden, je 
nachdem das Gas bei der Wärmezulührnng 

1. in einem Qef^e von unveränderlichem Banminhalte fest- 
gehalten wird, oder aber 

2. sich unter einem unveränderlichen Drucke p (etwa dem eines 
belasteten, reibungslosen Kolbens) auszudehnen vermag. 

Die specifische Wärme för unveränderliches specifisches Volumen 
V, also auch unveränderliche Dichte y = l :v, werde mit c, die- 
jenige für unveränderlichen Druck mit Ci bezeichnet Beide sind 
fSr ein bestimmtes Gas feste Werthe, unabhängig von der Temperatur. 

Die Ermittelung der Grössen c and q filr ein bestimmtes Gas 
durch Versuche hat nun ei-geben, dass stets Ci :> c ist So ist 
z. B. fflr atmosphärische Luft c = 0,I684; c^ = 0,2375. Man er- 
klärt diese Erscheinung daraus, dass bei der Temperaturerhöhung 
unter gleichzeitiger Ausdehnung des Gases, etwa unter Verschiebung 
eines das Gas abschliessenden, heiasteten Kolbens, von dem Gase 
auf diesen Kolben eine mechanische Arbeit übertragen wird, dass 
diese Ansdehnungs-Arbeit einen Theil der zngefllhrten Wärmemenge 
erfordert, während der noch verbleibende Best der zngeffihrten 
Wärmemenge zur Erhöhung der Temperatur, d. h. zur Vermehrung 
des inneren Arbeitsvermögens des Gases verwendet wird. 
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Befindet sich 1 ^ Gas in einem Cylinder (Fig. 343) vom Quer- 
schnitt F und nimmt in diesem eine Länge « des Baumes ein, 

BO ist „ n- _ 

''-■^■*- Figm 

Das Gas übt auf den Kolben eine Kraft 
p ■ F aus. Bei einer Verschiebung des Kolbens 
um dx nach aussen Qbertr^t das Gas eine 
Arbeit an den Kolben 

rfa =p-F-dx, 
oder, weil F-dx = dv: 

1) a^ = päv. 

Dies ist die Ausdehnungsarbeit bei einer unendlich kleinen 
Vergrösserung des specifischen Volumens. Zwischen dieser Arbeit 
and der auf sie verwendeten WBrmemenge dQ besteht nach den 
Lehren der Physik ein festes Verhältnis. Überhaupt sind Wärme 
und Arbeit gleichwerthig. Mag Wärme Q in Arbeit 31 um- 
gewandelt werden, wie bei der Dampfmaschine, der Heissluft- und 
Gaskraftmaschine, oder mag äusseres Arbeitsvermögen % in Wärme 
Q abergehen, wie z. B. bei der Reibung (1. Theil, S 265) oder 
beim Stosse (s. S. 132), — immer besteht zwischen beiden ein 
festes Verhältnis, es ist 

2) = ^-9. 

Der Festwerth A heisst der Wärmewerth der Arbeits- 
einheit, d. h. die Anzahl der Wärmeeinheiten, die durch 1 "^ 
erzengt werden können, der reciproke Werth 1 : A heisst der 
Arbeits wer th der Wärmeeinheit, d. i. die Anzahl der 
Heterkilogramme , die einer Wärmeeinheit gleichwerthig sind. 
Messungen der verschiedensten Art haben auf die ZtM 

3) -^ = 424'"''K; ^ = ^ ITi; gefUhri 

Der Wärmeznstsnd oder innere Zustand eines Theilchens eines 
Körpers, insbesondere eines Gases, ist bedingt durch seine Temperatur 
T, seinem Druck p and sein specifiscfaes Volumen v, von denen 
aber zwei die dritte bestimmen, weil zwischen ihnen eine feste Be- 
ziehung, die Zustandsgleichung T = f (p, v) besteht, welche 
f&T Gase nach S. 210 die einfache Form 



4) T = 



p-v 
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hat, worin T die sog. absolute Temperatur = 27.? + i bedeutet. 
R ist fßr jedes Gas eiu besonderer Festwertb, ftkr atmosphärische 

Luft =20,27. Weil Ä = ^=-, so ist, wenn man verschiedene 

Oase anf gleiche Temperatur, z. B. den Gefrierpunkt ^ = 0, 
7^ = 273, und auf gleichen Uruck, z. B. den Atmospb^rendruck po 
bringt, R verhältnisgleicb mit dem für diesen Zustand gültigen 
specifiscben Volumen vq, oder umgekehrt verbältnisgleich mit der 
Dichte y^ der verschiedenen Gase. So ist fOr Wasserstoff, dessen 
Dichte bei dem Atmosphärendruck von 760"°' Quecksilbersäule und 
der Temperator des Gefrierpunktes /^ = 0,08ö57 beträgt, die Grösse 
29,27 ■1.2932 



R = 



- = 422,6. 



0,08957 

Nach dem Vorstehenden, besonders nach Gl. 4, bestimmen p 
und V schon den Wärmezustand eines Qastheilchens vollständig. Es 
soll nun die Wärmemenge berechnet werden, die man einem Kilo- 
gramm Gas von überall gleichem Wärmezustande zuführen muss, 
damit das Gas eine unendlich kleine Zustandsänderung erfahre. 

In Gleichung 4 erscheint T als Funktion zweier Veränder- 
lichen p und V. Die theilweisen Differentiale von T sind 



5) 



-dp^~dp; ^dv = ^dv. 



dp'^^- R" 
Die vollständige Differential von T bei gleichzeitiger Änderung 

von p und v ist 



6) 



> + ^dv. 



In Figur 344 ist eine unendlich kleine aber totale Zustands- 
änderung angedeutet, welche durch Zuführung der Wärmemenge dQ 





Fig. 


344. 






p 








P 










bewirkt wird. Diese kann in zwei auf einander folgende partielle 
Änderungen nach Fig. 345 zerlegt werden. Die erste Änderung 
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bei gleichbleibendem v erfordere die ■Wärmemenge dQi\ bei dieser 
ändert sieb T nar partiell nach p um 
ÖT 



-dp^ — dp. 



wobei die specifische Wärme c in Frage kommt; und es ist nach 
der Bedentnng von c 

dQ,=c-^dp = ^dp. 

Die zweite Änderung bei nun gleichbleibendem p + d;» er- 
fordere die Wärmemenge dQi; für diese gilt offenbar 

dQ, = c,-^dv = c,^dv. 

Die ganze erforderliche Wärmemenge ist dann 

dQ = dQi + dQi oder 

7) dQ = ^dp+e,^dv. 

Da nach Gl. 6 ^dp = dT~^dv, 

so kann man Gl. 7 anch schreiben: 

8) dQ = c-dT + (ci — c)^dv. 

Hierin bedeutet c-dT diejenige Wärmemenge, welche zur Er- 
höhung der Temperatur verwendet wird, während (cj — c)^dv 
diejenige Wärmemenge bezeichnet, die zur Ausdehnungs- Arbeit 
rfSt = pdv nöthig ist Hiernach ergiebt sich -*-p — als diejenige 

Grosse A (Gl. 2, S. 334), mit der die Arbeit p-dv zn mnltipUciren 
ist, um die entsprechende, d. h. gleicbwertbige Wärmemenge zu 
liefern. Also ist 

») ^ = ^- 

Man pflegt das Verhältnis 

10) -S- = „ 

einKUfQhron. Für Luft ist n = 1,405 (nahezu = V2), fiir Sauer- 
stoff 1,40, für Stickstoff, Wasserstoff und Kohlenoiyd ebenfall» 



oyCoOt^lc 



. ZnBtandsäDderung der Oase. 



337 



= l,40ö, d. h. fflr diejeDigen Gase, die unter gewöhnlichen TJm- 
st&nden weit von dem Flflsaigkeitszostande entfernt sind, ist ziemlich 
übereinstämmend n = l,4i zu setzen, so dass 



11) 

Für Loft kann man 
n = 1,41 nnd R = 29,27: 

c =• 0,1684 



wird. 

0,2375 annehmen; daraus lolgt mit 

1 
'424' 



Gl. 8 kann auch geschrieben werden: 

12) dQ = c-dT+ A-p-dv = c-dT+ A-dK. 

Hat nun ein Gas zu Anfang den Druck pi, den Einheits- 
raum vj, die absolut« Temperatur T] nnd gehen diese Werthe 
auf irgend eine Weise Aber in p^, vj vmd T*;, so ist dazu eine 
Wärmezuführung 

18) Q = c{Ti - T,) + A^pdv == ciT^ — Tj) + A-'H 

erforderlich. Sind die Temperaturen zu Anfang und zu Ende gleich, 
so entspricht die zuzuführende Wärme Q genau der geleisteten 
Ausdehnungs -Arbeit 91, d. h. man erhält in di^em Falle Q in 
Wärmeeinheiten, indem man die Arbeit St in Meterkilt^rammen 
durch 424 theilt. 

Die während einer Zustandsänderung, d. h. einer Änderung der 
Grossen p nnd v von dem Gase geleistete Ausdehnongs -Arbeit % 
und die zuzuführende Wärmemenge Q hängen aber nicht nur von 
den Anfangs- und Endwerthen der GrCssen p und v ab, sondern 
werden noch im Besonderen durch die 
Art bedingt, in welcher die gleichzeitige ^S- ®*^' 

Änderung von p und v vor sich geht, 
denn Sl=/pdw hat nur dann einen be- 
stimmten Werth, wenn p als Funktion 
von V bekannt ist 

Ist eine Gleichung zwischen p und v 
gegeben, so ist dadurch p auf v nnd 
somit nach der Zustandsgieichung anch 
T auf V zurückgeführt Trägt maa v 
als Abscisse, p als Ordinate auf, so erhalt man als Darstellung 



Xaok, Usahulk. 
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der ZuBtandsänderaDg die sog. Znstandskarve (Fig. 346). Die 
Arbeit ^ ^ Spdv wird dann gemessen durch die Fläche BOHE 
der Zustandakurve. 

Zastaadsilnderiing bei gleichbleibender Temperatur (isothep' 
mische ZastandsSiidemDg). Wird der Vorgang so geregelt, dass 
bei veränderlichem v die Temperatur T anTer9ndert = Ti bleibt, 



so wird, weil anfänglich T, 



.£i£i 



war nnd später T, 



ist, 



Fig. 347. 



14) pv =PiVi. 

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen 
auf die Asymptoten. Diese Zostandskurve ist die Darstellung des 
Soyle-Mariotte'schen Satzes, der ja (S. 202) für gleichbleibende 
Temperatur gilt. Jedem Punkte jii. 
Vi der Ebene APV entspricht ein 
bestimmter Werth p, wj = Ä Tj , eine 
bestimmte Hyperbel, eine bestimmte 
Zustandsändemng bei einer Temperatur 
r, (Fig.' 347). 

Trägt man behufe Daistellnog der 
Zustandsgieichung p ■ v = ET die 
Grössen T lothrecht auf, während die 
Achsen AV und .^-P in einer wage- 
rechten Ebene liegen, so erhält man 
die durch den Festwertb R bestimmte 

Zustandsfläche des Gas^; ein wagerechter Schnitt in der Hübe Ti 
liefert dann die isothermische Zustandskurve. 

Die Ausdehnungsarbeit fßr 1 ^ des Gases von dem Raum- 
inhalte Vi auf V2 ist 

St = \pdv oder mit 




15) 



Cdv 



jvGooi^lc 
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wofür man auch schreiben bann 
.6) «-ft»,l(|L)»p,.,l(&)_BT.l(a). 

Diese Znstandsänderang mit gleichbleibendem T = 7\ wird 
nar dann erfolgen, wenn für jede nnendlicb kleine Ansdehnang dv 
dem Gase die der Arbeit pdv entsprechende Wärmemenge 
dQ^Ad^ zugeführt wird (nach Gl. 12 mit dT=0). Ans 
der Figur 347 iai eiäditlich, dass bei gleichmSasiger Änderung 
von V die WärmeznfQhning zu Anfang stArker sein mnsä als später. 

Bei einer Znsammendrficknng von % auf v^ muss die Arbeit 'H 
als Yerdichtungsarbeit von aussen auf das Gas flbertragen werden, 
es ist die Arbeit '&, welche der Gasdruck auf den Kolben QbertrS^t, 
und somit auch Q, negativ, d. h. es muss dem Gase die Wärme- 
menge Q entzogen werden {etwa durch Kühlwasser). 

BeiBpfel: Ein Eilogramm Luft habe die Temperatur {, ^ 10° mit 
Tj = 283 ", den Druck pi = 50 000 ^/qm = 5 »< , also den Rauminhalt ui = ß 7*1 :)), 
^=0,iiiei<i>'°. BeiderÄusdehunDgaof V, :^5ti[, wobei antei Gleicherhaltang der 
Temperatur T^ T^ der Dmck anf '/'Pi abnimmt^ wird von dem Gase die Aibeit 

« = 50000 ■ 0,iflMT l (5) = 133-23 >»i« 
gelüstet, d. h. eigentlich nur Qbertfageo, denn geliefert wird die Arbeit ans 
der znznfUireDden Wftrme 

Preast man das Gas wieder zusammen mid entzieht fortwährend bo viel 
Wärme, dass die absolate Temperatur stets 283° verbleibt, so muss man obige 
13323»!^ Arbeit aufwenden, die aber In Form von 31,4a WE an das etwaige 
EBhlwaeser übergeht. 

ZostandsUndeniiig bei gleichbleibendem Druck. Bei gleich- 
bleibendem p = Pi wird die Zustandskurve eine der v-Achse 
parallele Gerade (Fig. 348), daher 
17) '&^p,{v,-v,) = Rm-T,). ^'^■^*^- 

Die Temperaturändernng folgt der 
Gleichung «, 

<Satz von Gay-Lussac, S. 208). Es ist nach Gl. 13 die zuzufahrende 
Wärmemenge 

e = cT, (^ - l) + Ap^iv^ - V,) = {v^ - vdpv (^ + ^)- 
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Dies wird wegen A — ~^—^ — (GL 9): 

19) Q = (wj — vi)pi -~ oder auch 

20) Q = c,{T^-T,), 

wie nach der Bedeutung von c, selbstverständlich ist. 

Die Zastandsänderung bei gleichbleibendem Kanme 
wird Belbstverstandlich durcli eine zur p-Achse parallele Qerad« 
dargestellt. Es ist 

21) ^ = — ; SI = und nach Gl. 13 

22) Q, = c{T, - r.) = ^(i>3 -p,): 

wie der Bedeutung von c entspricht 

Znstands&ndenuig ohne ZnfBbrnnf; oder Entziehing Ton 
Wime. Denkt man sich das Gas in einem Behälter, etwa einem 
Cylinder mit beweglichem Kolben befindlich, dessen Wandungen 
iüT Wärme undurchlässig sind, und den Kolben nach aussen ver- 
schoben, SD ändert sich unmittelbar v und als Fol^e davon p und T> 
Dieser Voi^ang heisst nach dem schottischen' Ingenieur und Professor 
Bankine ^eb. 1820 zu Edinborg, gest 1S72 zu Gla^w) adiabatiBcIie 
Zostandsänderung (von ddiäßaTOg = undarchdringlich). Die Be- 
dingung für diese Znstandsänderung ist, dass die zugeführte Wärme- 
menge Ka jedes Zeittheilchen Null sei, d. h. nach Gl. 7 und 10 

= -5-rfi' + Ci-^dv. Daraus wird 

dp Ci dv dv , 

_-c = L — = — „ — und 

p c V V 

23) P- = (<]" 

Pi v«/ 

Diese Gleichnng heisst der Poisson'sche Satz. Während 
beim Boyle'scben Satze der Exponent der rechten Seite = 1 ist, 
hat er hier den Worth ii=],4i. Da nun piVi=RTi und 

pv = MT, also ^ = 7^ — , so wird fBr die Temperaturanderung 

p, 1, V 



24) 
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6. ZusttiDdGfiiideniiig der Gase. 
Gl. 13 giebt mit Q == 0: 
25) 

Für V2 > "i ist j>j <; ^i and Tj <: T, , es erfolgt eine 
Temperatnrabnahme; die Aosdehnangsarbeit wird hier auf Eosten 
des inneren ArbeiisTermOgens, d. b. der Temperatar, verrichtet. 
Bei der Zusammendrückung anf einen kleineren ßanm erfolgt ein« 
Erhöhung dea Druckes sowie der Temperatur. Die von aussen zur 
ZnsammendrQckung aufgewandte Arbeit setzt sich vollstSndig in 
inneres Arbeitsvermögen, Grböhang der Temperatur, um. 

Die Bedingangen fGr eine adiabatische Zustandsänderung sind 
annähernd erfüllt, wenn obne besondere Yorkehmngen eine Baum- 
änderung schnell erfolgt. Dann ist keine Zeit zur Wärmemittbeilung, 
ond das Gas ist bei Leistung einer Arbeit anf sein eigenes Arbeits- 
vermögen, d. h. seine eigene Wärme angewiesen, muss andererseits 
eine empfangene äussere Arbeit in Wärme umsetzen. Geht eine 
Zustandsänderung aber in einem nicht besonders geschützten dünn- 
wandigen MetallgefSsse sehr langsam vor sich, so kann man annehmen, 
das eingeschlossene Gas habe stets annähernd die Temperatur der 
äusseren Lufl. Diese bewirkt dann die erforderliche Zufühmng oder 
Entziehung von Wärmemenge. 

Beispiell: Ein Kilogramm Lnfl habe die Temperatnt (i = 10", r, = 283*, 
den Drnck p, ^ 5l}000kg/,m, also den Banmiiihalt f, ^ 0,i»»t ei"". Bei 
einer adiabaÜBchen ÄOBdehnung aof u, ^ 3 ti[ vermindert sich der Dnidf auf 

/i\i," n\^" 

P3 = Pi-\-ö\ =0,»iiip, = 10ß23^/qBi, die Temperatur auf rj = 71-M 

= 0,6373 Ti = J80*, entsprechend (j = — 9^". Es entsteht also eine über- 
raschend grosse Abtühlmig nm 103* C. Die Aosdehnmigaarbeit betrfigt (GL 23) 
a = 0,jBsi ■ 424 ■ 103 = 7354 «■>« . 
Beispiel 2 : Hatte 1 ^ Lnft anfanglich den Druck p^ = 10 000 ^/qn und 
die Temperatur (j = 15", T^ ^ 288" und wird diese Lnftmetige ohne Wärme- 
entiiehnng aof '/* ihres Bauminhalts verdichtet, so wird 



= 5 '■" = 9,«J mit p, = 96 700 , 



: 284°. (Zinn kommt schon bei 230" zum Schmelzen, I 
Die Zosammendrückongsarbeit ergiebt sich zu 

a = 0,iM. ■ 424 - 269 = 19207 miLg. 
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7. Ausfluss von Gasen aus Geissen. 

In einem grossen GeRlsse (Fig. 349) befinde sich Gas von 
dem Znstande p^, i-, , T, . Bei C finde ans der öf&inng F ein 
Ansflnss mit der Ge- 
schwindigkeit w statt Fig- 349. 
Zur Erhaltung des Be- 
harrnngsznstandes den- 
ken wir uns die Röck- 
wand des Gefässes durch 
einen Eolben von der 
Grösse /j ersetzt, der 
mit der sehr kleinen 

Geschwindigkeit wj vorröckt, also in der Zeit dl nm AB 
= wj-dt. Auch nehmen wir an der Öffnung eine Röhre von 
der Länge CD = w-dt an, in der ein Kolben unt«r einer Gegen- 
kraft p ■ F zurückweicht. Der Zustand des Gases sei in der Öffnung 
p, V, T. Zwischen A und B findet sich das Massentheilchen m 
von dem Gewichte 

_ ,, Fl W] dt 
mg = yi Jj Wi dt = — - — - — , 

ebenso zwischen G und D mit 

'■dt 



mg ~ - 

Wöhrend der Zeit dt erfolgt die Zunahme an Arheitsvermdgen, 
weil wi sehr klein ist: —^. Die Kräfte p^-Fi und p-F leisten 
die Arbeit 
pyF^-wi-dt — p-F-wdt = mg{p^v^—pv) = mg-R{T^ — T). 

In der Zeit dt erfährt das Gasgewicht mg eine Temperatur- 
Verminderung 7\ — T, für welche man die Gleichnngen der 
adiabatischen Zustandsänderung annehmen kann, also 

Die dieser Temperatur -Verminderung entsprechende Wärme- 
menge beträgt für \^ c(2\— T), ffir das Gewicht mg also 



oyCoot^lc 



mg ■ c (2*1 — T), und kommt dem ArbeitsvermSgen der Ausströmnng 
mit mg — {Ti — T) zu Gute. Daher wird 



-^^ma-B{T,-T)+mg~{T,- 


- r) und 


Weil nun nach Gl. 11, S. 337. 




mitbin bei Vernachlässigung der Beibang 


V 



Die rechte Seite dieser G-leicbung ist als die wirksame Drnck- 
bjjhe za bezeichnen, welche sich bei der Abwesenheit von Wider- 

standshohen in die GeschwindigkeitshClie ^— umsetzt. 

Die sekundliche Gewichtsmenge des ausströmenden Gases ist 
wegen y = \ :v nunmehr 

G= a-F- — . 

I^hrt man hierin für u> den Werth aus Gl. 2, und nach 
Gl. 28, S. 340 v = Vi {^jn ein, so wird mit p ■ a = ^ (vgl. & 345) 

Hiernach ist G^ TerhSltnisgleich mit 

ein Ausdruck, der zu einem Marimum wird für 

4) ( — -j—r)""'' Wermit ergiebt sich 



5, ««. = .^y,,_;_(^)-,a, 

worin noch — = pi^ gesetzt werden kann. 



'BT. 
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= 1,41, — = 0,71 



und fOr Lnft mit B = 



7) 



Qmxa = flFQ,mn 



Yt^' 



Stellt man sich also vor, der Druck im Gefässe bliebe anver- 
ändert pi , der Anssendrack p aber nehme ab, so wird nach GL 1 
auch die Temperatur T der aasstrCmenden Ltift abnehmen, die 
Geschwindigkeit w znnehmen. Da aber zugleich nach GL 23, 
S. 340, V zunimmt, die Dichte sich vermindert, so wird, trotz des 
Wachsens der sekundlich anssstrCmenden Banmmenge, das aus- 
strömende Gewicht O nur zunehmen, solange — > 0,5265. Bei 

noch weiterer Abnahme von p wird aber O wieder kleiner, und es 
würde fQr p = 0, d. h. für die Ausströmung in einen leeren Baum 
nach GL 3 G = werden, weil fttrp = 0, ii = oo,;' = wird. 
In Wirklichkeit trifft dies nicht zu. Einestheils würde für 
p = 0, nach GL 23 und 24, S. 340, v = oo und T =' 0, und so 
weit reicht die Gültigkeit der Zustandsgieichung der Gase nicht; 
auch triSt die Annahme nicht zu, dass in demjenigen Querschnitt, 
in welchem die Geschwindigkeit w herrscht, der Druck des ans- 
striJmenden Gases gleich dem im Aussenranme stattfindenden Drucke 
p sei; vielmehr herrscht dort 
ein Druck p' "> ¥■ Über 
diesen Druck -p' hat Professor 
FUegner (Zürich) nach dem 
Civilingenieur 1874 Versuche 
angestellt. Nimmt der Druck 
j>, im Geftsse von p b^innend 
allmählich zu, so ist anfangs 
p' = p, nimmt für pi = 2j> 
den Werth p' = 0,5767 pi an, 
und es bleibt fQr weiter wachsendes pi unverändert p' = 0,5767 pj. 
Das Gesetz der VeränderlLohkeit von p' folgt dem Zuge ABC (Fig. 350). 



Fig. 350. 
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FQr die schwach gebr&mmte Karre AB kann man annähernd eine 
Gerade AB setzen. Hiemach ist 

8) p' = p + 0,1534 ipi — p) föT pi = p bis pi -= 2j) , 

9) p' = 0,5767 p, für p, > 2p . 

Zar Berechnung der Geschwindigkeit w hat man sonach in 
Gl. 1 und 2, S. 342/3 statt p den Druck p' nach Gl. 8 nnd 9 ein- 
zuMbren. 

Zugleich fand Fliegner, dass die BeibungswideratSnde in einem 
grossen Gefässe verschwindend klein sind, so dass p = 1 , ^ = a. 
gesetzt weiden kann. 

FQr die sekundlich ausfliessende Gewichtsmenge kann nach 
Fliegner's Versuchen gesetzt werden: 



10) 



Für pi < 2j>: ö = a i^-O.TSol/ 



P (Pi — P) 



Für p, >. 2^: = aJ='-0,3Ö5 -^, 

wenn p und p, in '«/qn. verstanden wird. 

Beispiel: Es sei, wie anf S. 332: p entsprechend einer Qneckailbersäule 
Ton 735>i>>», d.h. y = 735 ■ 13,8 = 999G, pi = 765 ■ 13,« ^^ 10404, r, = 283, 
J'=0,»oMqra; dann wird nach GL 8: 

p' = 10O59, ^' = 0,wM. 
Pi 
Hiernach wird (Gl. 1, S. 343 mit p statt p) 

y-=0,M»9**' und r=280,., T, — r=2,ä. 

v,= V^- 29,11 . 3,«"-~3;^ = 74,t ■» 
gegen 78 n nach S. 332. Die sekundliche Gewichtsmenge ist nach Gl. 10 
mit a = 0,w: ' 

^ n ft n 1/99% -408 „ ^, 

= 0,«i ■ 0,OMJ ■ 0,19 y — = 0,0M8 kg/,. 

gegeu 0,i><Mi ig/,, anf S. 332. 

Die unter Umständen sehr bedeutende Temperatur-Venninderung, welche 
Luft bei einer adiabatüschen DruckrermiDdenng erleidet (s. Beispiel 1, S. 341), 
kann zur Efihlnng von Räumen nur verwerthet werden, wenn die Luft 
unter Verrichtung von Arbeit in dem Cjlinder einer Kaltlnftmaachine 
den geringeren Druck angenommen hat Die Temperatur-Venninderung aber, 
welche Luft beim freien Aasströmen aus einem Gef&sse (Gl. I, 8. 342) erfährt, 
Ifisst sich nicht benutzen. Es iritd nämlich die mit grosser Geschwindigkeit 
auBBtrömende Luft in dem Ansaenraume acbliesslich in Folge von Beibnng 
wieder zur Ruhe kommen, und dabei wird das der Geschwindigkeit u> ent- 
sprechende Arbeitsvermögen wieder in W£rme umgesetzt 
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8. Bewegung der Luft in Röhren. 

In Folge des Beibungäwiderstandes beim Durchströmen einer 

RShre erf&hrt die Luft eine Verminderung ihres Druckes um Af, 

l w^ 
Wie man bei Wasser eine Widerstandshöhe ^ — ^^-^r- einfflhrte 

d 2g 

(8. 277), so setzt man hier die Druckverminderung 

wenn y die Dichte der Lnft bedeatet. Man kann dann auch wegen 

— = V = schreiben : 

y P 

■n J inl 

1) 

Mach Versuchen von Prof. Ledoni (Annales des mines 1892, 
Nov., S. 541) kann im Mittel X = 0,0179 gesetzt werden, wofür wir 
2) A = 0,018 

schreiben wollen. 

Beispiel : Eine Leitung von d = 0,n " Weite und I = 1000 ■ Länge fOhro 
Luft von im Mittel 20» C. (r=293) mit einer Geschwindigkeit «o = 6"'/i. aus 
einem Behälter mit einem Drucke pi = 60000^/qn in einen Tunnel zum Be- 
triebe Ton BohrmEischinen. Eb soll der DruckverluBt der Leitung berechnet 
werden. Es iet 

. 60000 „ 1000 6' „,, ^ , 

am Ende der Leitung beträgt der Druck also noch 59 076 Wqn - 

Mit der Drnckabnahme ist, wenn man voraussetzt, dass in 
Folge von Wärmeleitung durch die Röhrenwand eine Temperatur- 
Veränderung der Luft nicht vor- 
kommt, eine Vergrösserung des ^' ^^'' 

Einbeitsraumes v der Luft nach , j*^^ 

dem Boyle'schen Satze verbunden. 
Im Beharrungäzustande muss nun 



Pi f P*^ 



sekundlich das gleiche Luftgewicht yFw = - — durch alle Quer- 
schnitte der Bohren hindnrchstrSmen. Gelten daher (Fig. 351) 
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Pit "ii wi fQr den Anfang, pj, V2, w^ für das Ende, p, v, w für 
eine beliebige Stelle der KOhre, so mnas 

^ = ^ und wegen ^^ = ^, «- = ^^i^l 

V Vi Vi P P 

sein. Ferner nach Ol. 1, weil p mit wachsendem x abnimmt, 
— pdp-j^^da:. Dies giebt 



4) '^='''V~RTdW 

Ist der Unterschied zwischen j>, und p^ S^^^'^g' ^ ^^^^ lo^n 
für den Wurzelausdrnck die beiden ersten Glieder der binomischen 
Reibe setzen and erhält 

(, ^ l w,^\ 

dies stimmt, wenn dp = pi — pj gesetzt wird, mit Gl. 1 aberein. 

Streng genommen, mOsste auch noch die 7.ur Yergrössernng 

der Geschwindigkeit erforderliche Druckhöhe berücksichtigt werden. 

Dann erhält man, weil einem negativen dp eine negative Druck- 

hShe dl entspricht, 

, , , dx w- , d(w^) , p, 

— dz='— vdp = Ä—-- — — ^-^ oder wegen w = w, ■^: 

yi' 2g Mr, \ d \p,IJ 

Diq.izeobvGoOi^lc 
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Der letzte Summand ist aber meist gegen den ersteren ver- 
schwindend Mein; so wird bei den Werthen des Beispiels anf S. 346 

Pi , 60 

^ = rund 7- 
Pj 59 

daher der Elammerausdrack in Gl. 5 



MIT, l(£^) 



= 0,017 , 



0,25 



: 144 + 0,068. 



Gl. 5 dürfte daher praktischen Werlh kanm haben. 

Gl. 4 liefert mit den Zahlen des Beispiele auf S. 346: 
P2 = 59070 statt 59076 nach Gl. 1. 
Letztere genügt daher fQr die meisten Fälle. 



F-^T 



Fig, 35-2. 

t 



9. Wirkung der Schornsteine. 

Die Wirkung der Schornsteine beruht auf der Verminderung 
der Dichte der Lnft oder der Ga^e durch Erwärmung. Ao) oberen 
Ende des Schornsteins (Fig. 352) habe 
die Aussenlaft den Zustand p, v, T. 
In dem Räume A B CD sei durch 
Heizung oder dgl. die Temperatur auf 
den Mittelwerth T^ gebracht. Die Dichte 
;- = Vt. d«* äusseren Luft gelte auf 
die Schornsi«inhShe als Überall gleich, 
dann ist ebenso im Schornsteine der 

r, 

Einheitsraum durchschnittlich v, =v-^ , 

dw Druck der äusseren Luft in der 
Höhe AB: 

Der Baum unterhalb AB stehe 
mit der äusseren Luft in freier Ver- 
bindung. 

Bezeichnen wir wieder ,mit mg das Lufljjewicht, welches in 
der Zeit dt durch jeden Querschnitt des Schornsteins geht, so ist 
1) ,„i n-'o-di F-wdl 



'T^ 



-4-i- 
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9. Wirkung der Schornsteine. 349 

Die Zanabme an ArbeitsTermögen während der Zeit dt betrf^ 

(äbnlich wie auf S. 230) m~ »w-^. wovon «tq' vernacblässigt 

werden kann. Die Arbeit der Schwere ist in diesem Falle negativ 
= — mgh, weil die Masse m nnten verschwindet, oben ans dem 
Schornsteine tritt. Der Druck gegen AB leistet die Arbeit 



0+ -l-F,-t»„-<ii-b) + - 



■mg-\ 



der Druck 


gegen CD die Arbeit 
















- 


f-F-wit- 


- 


pmg 


», 


. Daher ist 


m 


2 


= - 


mg-h-\-\p + 


h 

V 


Imff-v 


- 


-pmg 


Vi oder 


2) 




2i 


-(^->) 


= 


'^§ 


- 


')• 





Dies ist die wirksame SanghChe.des Schornsteins. 
Man kann sich von ihr leicht eine Vorstellung machen: Betrachtet 
man eine Luftsäule von der Temperatur T 
and der Höhe h and dehnt diese durch Er- ^s- 353. 

wftrmnnganfT'i der H{}heiiach aus, so bekommt 

sie die HJlhe hi=h^ (Fig. 353). Es ist 

dann A^ — h die wirksame Saaghühe. 

Ist / die Länge des Schornsteins, so 
entsteht dnrch Beibang eine Widerstands- 



hfihe A 



d2ff- 



Darin ist fflr gemauerte 



iUthren von kreisförmigem Querschnitte i i 

X = 0,03, für bemsste SchomsteinrChren aber \ V, ^ J 
A = 0,04 zu setzen. Ist der Schornstein oder \^_^^^^^ 
der anschliessende Eanal nicht kreisförmig, 
so hat man zu bedenken, dass allgemein die Widerstandshohe der 



Söhrenreibong i 



der von der Flüssigkeit be- 



rührte Umfang, F die Fläche des Querschnitts. FCtr kreisförmige 

u iß X 
Bohren wurde ß— ^ ~ = - gesetzt; es ist daher ß = ^liX, 
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d. b. ß = 0,0070 für anbernsstes Mauerwerk, ß = 0,01 t^r berosstes 
Mauerwerk. 

F&r Bichtnngs&Ddernngen in den Fenerkanälen , die an den Schorn- 
stein anschliessen, gelten nachBietschel*} folgende Widerätandsziffem: 

Für ein scharfes rechtwinkliges Knie: C= 1,5; fttr ein abge- 
mndetes rechtninkl^es Knie: C= 1,0; für ein Knie von 135'*_/: 
C=0,6; für plötzliche Richtungsändernngen um 180": C= l,6bi3 2,5. 

Der Rost mit der Brennstoffschieht liefert eine bedeutende 
Widerstandaziffer C= 6 bis 12, je nach der Art des Bostes und 
des Brennstoffes. 

Beispiel: Ein cylindriecher Schonist«m von kreiEförmigeni QuerEchnitte 
b&be d ^ 0,« 1° Weite und b ^ 30 m Höhe. An den Schornstein scliliessen 
sich 30 '^ lange Fenerkanäle vom Querschnitt 1 >° X 0,^ ™ , in denen ewei 
abgerundete Umbiegnn^n von 180° (C= ^fi) »nd ein scharfes rechtwinkliges 
Knie (C^ 1,5) vorkommen. Die WiderstandBaiffer des Rostes sei 9. Die 
mittlere innere Temperatur betrage Zi = 200 + 273 = 473, die äussere 
7"=^ 10 4- 273 ^ 283". Es soll die AusBtrömnngsgeschwiBdigkeit berechnet 
werden. Die wirksame Saughöhe beträgt 



die Widerstandshöhe mit ß = 


.0,,: 






(9 + "■"■•■ 


2(1 +0, 
0,. 


J+2. 


,•+ 


,. + 0,.i . 


Daher wird 


SO, 


'=27 


(1 + 18,1) «id 




„ 


-r- 


TW. 
19,1 


= 4,... 


Im Sommer mit J 


= 300" wird » = 


4,.. 





10. Widerstand der Luft gegen bewegte fi-emde Körper; 
Druck des Windes gegen fremde Körper 

Wird eine ebene, etwa kreisförmige Fl&che AB mit niedrigem 
Rand einem mit der Geschwindigkeit vi rechtwinklig dagegen 
strSmenden Wind aasgesetzt (Fig. 354), so bildet sich, wie Ober- 
Ingenieur Friedr. Ritter von Loessl nach seinem Werk über „Die 
Lnftwiderstands-Qesetze" (Wien 1896) in überzei^ender Weise durch 
Versuche gefunden hat, vor der Platte ein ruhender Luftkörper, der 
sog. Stauhügel ABC. Die Seitenflächen desselben bilden mit 



•) Vergl. G. Lang „Der Schomsteinbau". 
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Fig. 354. 




der Plattenebene an allen Stellen Winkel 90" — ß. Der Stau- 
hägel hat bei kreisförmiger Platte die Form eines Kegels, bei 
quadratischer Platte die Form einer Pyramide, 
bei rechteckiger Platte diejenige eines Walm- 
daches, kurz in allen Fällen diejenige Form, in 
welcher ein Sandkörper mit dem BCschnngs- 
wjnkel (Reibnngswinkel) 90° — ß auf der 
wE^erecht liegenden Platte verbleiben wfirde, 
wenn Sand in Übermafs darauf geschüttet wird, 
bis er nach allen Seiten abfliesst 

T. Loessl bat gefunden, dass der Winkel 
^ = 45 " ist Der Lufthügel bildet vor der 
Platte einen ruhenden KSrper , an dessen 
Mantelfläche die bewegten Lufttheilchen elastisch abprallen. Nach 
der Lehre vom schiefen Stosse (s. S. 152) prallen die Lufttheilchen 
mit derselben Geschwindigkeit vj zurück, mit der sie dagegen 
strömten, und in einer Bichtung, die von der Bechtwinkligen zur 
Staubügelfläche um den Winkel 90 " — /S abweicht Für ^ = 45 " 
prallen die Lufttheilchen parallel zur Platte von dem Stanbügel ab. 

Der Druck, der bei diesem Abprallen 
auf den Stauhügel ausgeübt wird, ISsst 
sich nach dem Satze von der Bewegung 
des Schwerpunktes (1. Theil, S. 141) be- 
rechnen. 

In einem Knierobre (Fig. 355) vom 
Querschnitte dF, dessen Schenkel in der 
Richtung der zuströmenden und abprallen- 
den Lufttheilchen liegen, befinde sich eine 
Flüssigkeit, welche in der Röhre eine 
Länge l einnimmt, mit den Längen x und 

l — X auf die beiden Schenkel vertheilt Bezeichnet man den recht- 
winkligen Abstand des Schwerpunktes dieser Flüssigkeit von der 
Fläche AC mit y^, so ist nach der Lehre vom Schwerpunkte 



Fig. 355. 




"■2 

= SÜTlßix'^ + 



/2 



l X . 



")- 



jvGooi^lc 
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Die Differentiation dieser Gleichang ei^ebt 

l-dpa = ain/S(2«(fiC — l-dx). 
Schreitet aber die Flflssigkeit in der Hobre mit der Geschwindig- 
keit w fort, 80 ist wdt = — dar, mithin rfjc — — wdt, alao 

l~ = —smß{2j;w — hv)i 

aus nochmaliger Differentiation folgt 

l.^^2ainß-w^ und 

^dFl-^ = 2^dFsiBß-wK 
9 dt^ ff 

Bezeichnet man die in jeder Sekunde darch einen ROhrenqnerschoitt 

strOmende Flflssigkeits-Masse —dF-w mit m, so wird 
ff 

1) ^dF-l-^~2msinß-u>. 

ff at' 

Die linke Seite der Gl 1 enthält die Masse der gesammte» 
betrachteten FlDssigkeit, mnltiplicirt mit der Seitenbeachleunignug 
ihres Schwerpunktes in der Bichtnng rechtwinklig zur Fläche AG. 
Dies ist (nach 1. Theil, S. 142) gleich der Summe aller äusseren 
Kräfte in derselben Achaenrichtung, d. h. gleich dem Widerstände 
dN der ßöhre in der Richtung rechtwinklig zur Fläche AC. umge- 
kehrt wird dN als Drnck auf die Fläche .d<?Qbertr^en. WQrde die 
Bohre vom Querschnitte rfJ" sich geradlinig durch die Fläche ACfort- 



dF 
Die Kraft 2insinj9-u> nach Ql. 1, welche auf die Fläche -;— ^ kommt, 

sin^ 

eneugt einen Druck fQr die Flächeneinheit 

Dieser Druck herrscht an allen Stellen des in Ruhe befind- 
lichen Staubflgeis; mithin flberträgt der Stanhflgel auf die Platte 
von der Grösse F (Fig. 356) eine Druckkraft 

3) 2> — 2^3m^ß-w^-F. 



oyCoOt^lc 
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Weil nnn für den Torliegenden Fall j9 = 45 " gefunden wurde, so 
ist sin*;9= Vs nnd 

Fig. 356. 



4) 



-Fw^. 




Diese Formel hat v. Loessl bei seinen dFf 
Versuchen bestätigt gefanden fOr ebene 
Platten, die mit einem erhöhten Bande 
umgeben sind, sowie auch fOr gekrümmte 
Flächen, z. B. halbe Hohlbigeln, deren 
hohle Seite dem Winde zugekehrt ist. 
Gl. 4 giebt den grSssten mSglichen Winddruck auf eine Fläche, 
welche, in der Eichtung des Windes rechtwinklig projizirt, eine 
Projektion F hat 

Für eine ebene Kreisfläche ohne Band ei^ab sich 

5) J>= 0,83^^*«.*; 

ff 

für eine ebene quadratische Fläche ohne Rand 



6) 



B = 0,S6^Fw^; 



für eine ebene Bechteckf lache ohne Band, vom Seitenver- 
hältnisse 2:1: 

7) _D = 0,92 -^ Fw^; 

ff 
de^l. beim Seitenverhältnisse 4:1: 

8) D = 0,u—Fw^. 

ff 

Eine DmckTerminderung oder eine Saugwirkung an der Bück- 
seite der Fläche hat sieh nicht ergeben. Wird der Winddruck von 
der Grmidfläcfae F eines gerade», nicht sehr langen, prismatischen 
Körpers anstatt einer Platte F aufgenommen, so gelten für den 
Druck ebenfalls die Formeln 5 — 8. 

Dnick gegen schief gestellte FlScheiL Bildet die Platte mit 
der Windrichtung den Winkel a, so entsteht nach v. Loessl's Ter- 
suchen eben&lls ein Staubügel, dessen Neigungswinkel ß g^en die 
Windrichtung nun aber nicht in allen Fällen gleich ist, sondern 
von a abhängt Es hat sich gezeigt, dass bei einer bestimmten 

Keck, XdiluHÜk. IL 23 
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Mi- 



Keigang a der Platte die Neigung ß der SeitenääcbeD des Stan- 

hügels gegen die Windrichtang ringsum dieselbe ist (Fig. 358), 

dass ß mit a zu- und abnimmt, u. zw. 

genügt den beobachteten Werthen die Pig- 357- 

Beziehung: 

9) tg^ = 8ina, 
so dass fnr 

OL = 900 ;9=450 
a = 600 /9=41« 
a = 35'* ß=30'> 
a = 30" ß = 26^/2° 
a.= 00 ß= 0" 
wird. Nach Fig. 357 ist ß leicht zu konstroiren. 

Ist nnn F die Grösse der schief gestellten Fläche, so ist ihre 
Projektion in der Eichtnng des Windes ^sin a . Wendet man daher 
auf diesen Fall die vorstehende Entvickelung 
sinngemäss an, so ergiebt sich fflr den Druck p ^„ 33g 

im Stanhügel {Fig. 358) wiederum der Werth 
der Gl. 2: 

10) p^^^w^sin^ß; 

9 

daraus entsteht für die Platte F die recht- 
winklige Druckkraft 




11) 



Da nnn 

so wird mit 
12) 



9 
ainV = tgä; 



1 + l 
sin« nach 61. 9; 



iV-S 



si- 



V. Loessl entwickelt freilich in anderer Weise sin a statt 
und schreibt einfach 



J + Bin'« 
13) 
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För yerschiedene Werthe von «liefern die Formeln 12 und 13 
folgende Ergebnisse: 





äsin'a 


sina 




1 + sin'a 




« = 90" 


1 


1 


«= 60» 


0,857 


0,866 


<.-45» 


0,667 


0,707 


a-35« 


0,494 


0,574 


a = 30« 


0,4 


0,5 


« = 20» 


0,210 


0,342 


«=. 10» 


0,059 


0,174 


«=0» 









Die Unterschiede sind hiernach nur erheblich bei kleinem 
Winkel a; wir empfehlen daher ohne Bedenken die einfachere 
Formel 11 von t. Loessl. 

Der Winddruck gegen einen Schornstein oder Pfeiler, dessen 
Ornndrisss ein Quadrat von der Seite a und dessen Htibe h ist, 



Fig. 359. 





beträgt daher, wenn der Wind die eine Seitenfläche rechtwinklig 

trifft (Fig. 359): J> = ^aAw', and wenn er in der Richtung der 

ff 
Diagonale weht (Fig. 360): 

D = nV2 = ^ahw^OjOl -Vi = ^ahw^, 
ff 9 

ist also derselbe wie im ersten Falle, denn jede der beiden getroffenen 
Seitenflächen a ■ h bekommt einen nach Gl. 13 zu bestimmenden 
Normaldruck N, und beide N geben die Mittelkraft D. 

23* 
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Druck gtgen eine keg^emmise FUche. Weht der Wind id 
der Achsenrichtong des Kegels gegen dessen Spitze und ist a der 
Winkel der Kegelaeiten g^en die Achse 
<Pig. 361), 30 bildet sich vor dem Kegel 
ebenfalls ein Stankegel mit dem halben 
Winkel an der Spitze = ß. Der Drnek 
in diesem Stankegel wird dann wie anf 
S. 353 gefanden zu 

p = 2^w'3in2j8. 
ff 

Die Vei^leichnng der Gl. 11 und 13 fflhrt za 23in^j9 = sina, 
30 dass fQr ebene Flächen 

14) lJ = -^Mr*8ina 

ff 
wird. Ist nnn F die Grundfläche des K^els, so entspricht einem 

dF 
Tbeilchen ~ — der Mantelfläche eine ProjektiOD d f in der Grand- 
sin a 

dF 

fläche. Auf die Mantelfläche -: — kommt dann ein Normaldrack 

sina 

dN = p-- — , der in der Windrichtung die Seitenkraft dl> 

=» dNaina '=p-dF liefert. Sonach ist der gesammte Winddmck 
auf den Kegel, wenn man die fftr ebene Flächen geltende Gl. 14 
auf die Tbeilchen des Kegelmantels anwendet, 

15) I} = pF=^- J-ur^Bin a . 

ff 
Nach T.LoessVs Versuchen ist 2> thatsächlich etwas kleiner, nämlich 

16) D = 0.S3^-Fw^ma. 

ff 

Diese Formel gilt auch für ein cylindrisohes Qeschoss mit k^el- 
fSrmiger Zuspitzung. 

Preiiich führt die obige Annahme 2sin^^ = sina für a^cSO* 
zu dem widersinnigen Ergebnisse ß:> a, 

Drnek g^gen eine Cylinderfläehe. Für diesen Fall hat 
T. Loessl die Form des Staubügels nicht untersucht. Da aber aus 
der Neigung ß der Seitenfläche des Stanhügels gegen die Wind- 
richtung der Druck im StauhQgel zu p = 2—w^s\a^ß folgt und p 
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an allen Stellen des Hflgels den gleichen Werth haben mnss, so 
mnss auch die Neigung der OberfUche des Stanhügels 
gegen die Windrichtung an allen Stellen die gleiche sein. 

Denkt man sich den Cylln- 
der von der Höhe h mit loth- Kg- 362. 

rechter Achse, so stellt sich im 
Grundrisse der Staufafigel nach. 
Fig. 362 vor den Cylinder; der- 
jenige Tbeil der Mantelfläche 
des Cylinders, gegen welche der 
StanhQgel drückt, hat dann in 
der Windrichtung eine recht- 
winkliche Projektion, welche an- 
nähernd (mit Vernachlässigung 
der an den Grundflächen des 
Cylinders entstehenden Unregel- 
mässigkeit) gleich F^ = ABh = 2Qk = 2rcoaß-h'^F-cosß 
gesetzt werden kann, wenn J* = 2 r - A den Achsenschnitt des 
Cylinders bezeichnet. Es wird dann die Drackkraft in der Wind- 
richtung (nach S. 356) 

D = V- F^ = 2^wH\a*ßFeo9ß. 
9 
Die Grosse dieser Kraft hat v. Loessl zu 

« 9 
gefunden (vgl. S. 330 Ar den Druck strömenden Wassers), so dass 

2^wH\a^ß<X3ß=%^w^ oder 
9 o g 

sin*^eo3y9= '/a 
sein muss. Dieser Gleichung entspricht rund. 
18) ß=ib'>, 

weil filr diesen Winkel 

8inä^cos;9= 1/2 -0.707 =0,3535 
ist, was von '/s nur wenig abweicht 

Die Seitenflächen AE und BG, die von dem Winde un- 
mittelbar getrofTen werden, liefern zu D einen so geringen Beitrag, 
dass er vernachlässigt werden kann. 



17) 
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Ein Halbcylinder wird, mit der krummen Flache dem Winde 
entg^engestellt, nnr etwa 7^ 30 viel Druckkraft erfahren, als wenn 
er mit der ebenen Fläche dem Winde rechtwinklig zugekohrt ist- 

Dmck gegen eine KngelflSche. In diesem Falle bildet sich 
an der Kugel ein Staukegel (Fig. 362) mit dem Drucke 



die von diesem Drucke getroffene Eugelhanbe A GB hat die 
Projektionsfläche 

Ft = Q- n = r-CQS^ßn = F-cos^ß, 
wenn F der Querschnitt der Kugel. Daher wird die auf die Kngel 
ausgeübte Windkraft 

D = ip.F,= 2-^>M'5sin2;9-eosV- 

Dnrch Versuche hat v. Loessl geAinden 

19) i> = 4 ^Fw^, so dass 

3 ? _ 

3in^/9co3^y9 = — , also sin2y9=y— 

sein muss. Dies giebt ß = 2T^22'. Die Schlankheit dieses Kegels 

1 y 

ist Überraschend; ß= 45" würde i> = -^ —Fw~ liefern wie bei 

^ ff 
strömendem Wasser (S. 330). Eine Halbkugel erfährt, mit der ge- 
wölbten Fläche dem Wind entgegengestellt, nur etwa '/a so viel Wind- 
kraft, als wenn sie mit der ebenen (oder auch hohlen) Fläche dem 
Winde rechtwinklig zugekehrt ist.' Dieselbe Windkraft wie eine 
Kugel vom Halbmesser r liefert nach Gl. 16 ein Kegel vom Halb- 
messer r, dessen Winkel a = 23"41' ist. 

Beispiel 1 : FSr eine ebene, dem Winde rechtwinklig entgegenstelienda 
Platte von der Fläche /■= U" wird nach Gl. 4, S. 3ä3 der Winddrnck 

p = -^«;'. Bei 10" C. ist ^= I,m|^= 1,»., -^ = 0,ii7, also rund 

Bei verachiedenen Windgeschwindigkeiten wird dann p folgend ermasaen : 
u, ^= 1 in , kaum merkbar, p ^ 0,i* kg/q« , 
w= 2", gelinder Wind, p = 0,äi , 
w = 15i», Sturm, p = 29kK, 

11, = 36 m , Orkan, p = 168 , 

w = 50 », stfirbter Orkan, p = 325 . 



ov Google 



10. LuftwideiBtaad. WinddnicL 



Bei der Berechnung der StandBicherheit von Bauwerken tommt in Frage, 
welchen Windstärken das fragliche Banwerk wahrscheinlich ausgesetzt sein iiird- 
Als Mittelwerth kann für Mittelenropa 

p = -^.39,!' = 200*K/,m V 

? 

angenommen werden, in der Nähe der Meeresküste bis 
Beispiel 2: Wie hoch darf eine hölzerne Sänle v< 
sein, damit sie bei einem Winddrucke p — 200 >^e/qni a 
Sicherheit sei (Fig. 363). Es ist 



325 ^/qm . 

n r = O.i " Halbmesser 
der Grenze der Stand- 



Fig. 3G2. 



die Windkraft 

D = 1 . 200 ■ 0,» A , 

das Gewicht der S&ule hei einer 
Dichte ri = ■'■^0: 

G' = 0,s'!r-A-750. 
FUr den Qrenzzustand der Buhe 
ist (nach 1. TheU, S. 1G7) 



-«■0,., 







Beispiel 3: Eine Holikngel vom Halbmesser r = 0,im und der Dichte 
}'^ = 750 sei an einem Faden aufgehängt (Fig. 364). Bei welcher Neigung a 
des Fadens gegen die Lothrechte wird Gleichgewicht herrschen, wenn die 
Kugel ansser ihrem Gewicht einen Winddruck p = 200 ^/qm erfährt? 

Es ist 



-^ ■ 200 ■ 0,a> 



= 750 ■ ^ ■ 0,i' 



und tga = — = 
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3^ Alphabetisches Verzelchuis und Bedeotung der BDchetaben. 



Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der In 

den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinwels 

auf die erklärenden Selten des Buches. 



Ä Aaflagerdruck der linkea End- 

Btötie. '21. 
A Auftrieb der Luft. 206. 
A Auftrieb des Wassers. 184. 
A W&rmewerth der Arbeitseinheit 

■,iU. 
S Anflagerdruck der rechten End- 

atntze. 27. 
C AuflageidmckderMittelstätEe.35. 
D Drnck eines Wasserstrahles. 370. 
D Druckfestigkeit 6. 
D Drnck strömenden Wassers. 325. 
D Spannkraft einer Strebe eines 

Pachwerkes. 73. 
D Winddnick. 352. 
E Elastjoitfitsmafs. 6. 
F Aueflnesöflhnng. 229. 
F mit Flüssigkeit atMlter Quer- 
schnitt einer Eöbre oder eine» 

Kanales. 277, 292. 
F Querschnitt eines Stabes. 6. 
F„ WasserspiegelflSche eines Gefässes. 

329. 
Fl und Fj Wasserspiegelfläche im 

Ober- und Unterwasser bei ver- 

bnndenen Gelassen. 2-75. 
ö Eigengewicht eines Körpers oder 

Eörpertheilee. 13. 
a Qlettmafs. 15. 



B Höhe des Wasserspiegels über der 

Unterkante einer Seitenöfbung. 

234. 
H Polabstand des Kraft«cb. 30. 
H Stauhöhe. 310. 
J Tr^heitemoment eines Quer- 
schnitts. 21. 
J„ polares Trägheitsmoment eines 

Querschnitte. 65. 
K änasere Kraft 4. 
M Masse eines Körpers. 90. 
Spannkraft im Obergnrt eines 

Fachwerka. 73. 
P Einzellast 27. 
e Gewicht 104. 
Q Qnetkraft 20. 
Q scheinbares Gewicht eines von 

FlSsEigkeit umgebenen Körpers. 

185. 
Q sekundliche Aosflnsamenge in «i™. 

233, 234, 238. 
Q Wärmemenge. 334 
R Masaenkraft der Haeseneinheit 

225. 
R BeaktJDD ausfliessenden Woesers. 

26«. 
R Ziffer der Zustandsgleichnng der 

Gase. 209, 33.5. 
S innere Spannkraft 2. 
T absolute Temperatur. 210. 
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T, absolute Temperatnr des Gases ii 

einem Gewisse. 331. 
T, absolute Temperator in einem 

SchoriKtein. ä48. 
n Spannkiaft im Untergurt eines 

Fachwerks. 73. 

V Baominhalt eines Stabes. 101. 

V Spannkraft eines Ständers eines 

Fachweifcs. li. 
WE Wänneeinheit 33. 
X, y, Z Masaenkraft der Maaaen- 

einheit. 3'2.'>. 
Z Zagfesljgkeit ß! 

(I Abstand einer Last vom Unken* 
Auflager eines Balkens. 37. 

•t Atmosphäre = 1 k</«cni • 8. 

h Abstand einer Last vom rechten 
Auflager eines Balkens. 27. 

b Bodenbreite eines Eanals. 300. 

h Breite eines Körpers. 192. 

6 Durohflussbreite. 310, 313. 

e Geschwindigkeit des zuströmenden 
Wassers. 310. 

e specifisclie Wärme bei unveränder- 
lichem Bauminhalte. 333. 

e nnd «, Geschwindigkeiten vor 
dem Stosse. 136. 

«, specifische Wärme bei gleich- 
bleibendem Drucke. .S.^3. 
«™ Centimeter. 7. 

d Breite, ii. 

d Dmckspumung 
tätsgrenze. ( 

d Durchmesser eil 

d Durchmesser eii 

d Rährenweite. 277. 

« Abstand der am stärksten ge- 
spannten Stelle eines Quer- 
schnitts von der Nulllinie. 18. 

c Abstand des Schwerpunkts eines 
Schiffes von dem Schwerpunkte 
seiner Verdrängung. 18». 

t Abstand des Schwerpunkts von 
der Drehachse. 143. 

/ Biegung. 43. 



I der Elastid- 



Kolbens. 162. 
Nietes. 16. 



/ Reibungsziffer. 173. 
g Fallbeschlennigung. 90. 
h H6he eisne Körpers. 193. 
h Höhe eines Querschnitts. 33. 
h Höhe des Wasserspiegels ober der 
Oberkante einer Seitenöffiiung. 234. 
h Schomsteinhöhe. .349. 
k wirksame Druckböbe. 333. 
ftg dem Atmoephärendruck gleich- 
werthige Flüssigkeitssänle. 216. 
h, Wehrhöhe. 310. 
k Geschwindigkeitshöhe des Zu- 
flusses. 310. 
h Stossziffer. 128. 
k( Kilogramm. 7. 
^/qca Kilogramm fäi 1 QuadratcenM- 

I Länge eines Stabes, eines Balkens. 
4, 25. 

l Böhrenlänge. 276. 

l = log nat. 

M Massentheilcben. 229. 

n^C-.t. 336. 

n KnickuDgsfaktor. 62. 

p Belastung der Längeneinheit. 36. 

p Beschleunigong eines Körpers. 90. 

p Druck an der Mündung eines Ge- 
lasses. 330, 331. 

p Flfissigkeitedrack fär die Flächen- 
einheit 157. 
p„ Atmosphären drucL 315. 
p, Druck am Wasserspiegel eines 

GefSsses. 330. 
pj Druck des Gases in einem Ge- 

fSsEB. 331. 
p' Druck eines Gases an der Aus- 
flussmündung. 344. 

q Beschleunigung eines Gefässes mit 
Wasser. 194. 
«cm Qnadratcentimeter. 7. 

f Halbmesser eines Kreises. 34. 

r mittlere hydraulische Tiefe. 293. 

t Hebelarm einer StrebenkrafL 83. 

{ Schwingungsdaner eines Pendels. 
144. 
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( Temperator. 208. 
( Wassertiefe. 300. 
1 Zeit der Entleening eines Ge^sses. 

249. 
t, Zeit der FUlnng uad EDtleening 

von Schleusen, 2ö6. 
u AbstAcd einer L[ut vom linken 

Auflager eines Triers. 82. 
u Geschwiadig-keit beim Stoase im 

Aogenblick der stfirksten Fonn- 

änderung. 127. 
u lothrechte Ordinat« des Seilecks. 

u veränderliche Querschnittsbreite. 
37. 

u von der Flüssigkeit berührter Um- 
fang des Bohren- oder Eanal- 
Querschnitts. 277, S9I. 
u, Abstand einer Last vom rechten 
Auflager eines Trägere. 82. 

V Einheitsraum (spec. Volumen). 202. 
tf veränderliche Qnerschnittshöhe, 

37. 
vo Geschwindigkeit im Wasserspiegel 
eines Flosses. 303. 

V und i>, Geschwindigkeiten nach 

dem Stosse. 127. 

w Abstand des Scbnittponktes der 
Gurtrichtungen (an einer Schnitt- 
stelle eines Trägers) von der 
linken Auf lager-Lothrechten. 82. 

w ÄnsflnsBgescli windigkeit. 227. 

y Stauhöhe. .116. 

r Eintanchucgetiefe. 192. 

M Widerstandshöhe von Bähren und 
Kanälen. 277, 307. 

s Zugspannung an der Elasticitäts- 
grenze. .'). 

Ig Druckhöhe des Schwerpunkte einet 
Seitenöffbnng. -234. 

Jt elastische Verlängerung. 4. 

a ÄuedehnnngBziffer der Gase. 209. 

a BiegnngswiukeL 42, 

a Einschnürungsziffer. 238, 332. 



a GefällverhältniB einer Kanal- oder 

Plnasstrecke. 291. 
a Enickziffer. 61. 
ß Widerstandsziffer von BShren und 

Kanälea 277, 292. 
r Dichte eines Gases. 202. 
r Dichte eines Körpers, 91. 
r Gleitong. l-'j. 
t Dehnung. 5. 
s Neigung einer Ebene gegen einen 

Wasserstrahl oder Wasaerstrom. 

271, 327. 
t Winkelbeschleunigung. 98, 14-5. 
ö Widerstandsziffer für Beibang des 

Wassers im Geßese. 244. 
1} nnd 1/, Wirkungsgrad des Stosses. 

134, 136. 
S Neigungswinkel 193. 
S VerdrehungswinkeL 65. 
<t Länge eines Faches im Fachwerk. 

72. 
X Widerstandaziffer kreisförmiger 

Röhren. 277, 346. 
ti anf einen Abstand a hezi^ene 

Masse, 142. 
■X Anaflnssziffer. 339, 343. 
t Ausflnseziffer hei unvolletändigei 

Einschnürung für kreisförmige 

ö&ung. 241. 
r desgl, für rechteckige Offiiong. 

241. 
t AusflnsszifTer bei nnvollkommener 

Einschnürung fUr kreisförmige 

Öffiiung. 242. 
r des^. für rechteckige Offiiang. 

242. 
fi Krümmungshalbmesser der Bie- 

guDgalinie. 19, 40. 
a Längaspannung. 4, 6. 
'' und a" stärkste Zug- and Druck- 
spannung an einem Quer- 

Bclinitte. 22. 
r Schnbspannung. 1,^, 
P Böschungswinkel einer Kanalwand. 

300. 
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p Geschwindigkeiteziffer. 938, 332, 
ipi Winkelgegchwindigkeit nach dem 

Stowe. 145. 
(u EmsptumuDgE Winkel. 41. 
(0 Winkelgeschwindigkeit 94, 196. 
(U) Winkelgeschwindigkeit vor dem. 
StoBBe. 14Ö. 

SI Arbeit 101. 

S geometriGches Trägheitsmoment 

einer Schwimmfläche. 190. 
Sn Biegungsmoment. 21. 



51FI Standaicherheitsmoment, 189. 
2R VerdrehnngBiLoment. 65. 
3)1] Einspaimongamoment. 50. 
SB Widerstandsmoment eines Quer- 
BchnittE. 2% 

C, Geschwindigkeit des Schwerpunkts 

Tor dem Stosee. 145. 
p hydraoliBcher Druck. 260. 
p Winddrnck anf 1 v. 352. 
C] Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
nach dem Stosee. 145. 
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(Die Ziffern geben die Seitenzahlen an.) 



Arbeit 9 bei der Lüngenänderung eines 

Stebes. 4». 
ArbeitgwerthderWSrmeeinheit'/.^. 334. 
AtmosphSre •' ab SpaDDungsmafs. 8. 
Atmosphärendruck , VeränderUchkeit 

desselben. 303. 
Auftrieb der Lntt 206. 
Auftrieb des Wassers. ISil. 
Ansdehnnngs Ziffer a der Gase. 209. 
AueflnsB der Oase. 331, 342. 
AoBflosB des Wasser« 327. 
Ausflnssgeschwindigkeit w. 229. 
Ansflnssmenge Q (sekundliche). 2.13. 
AnsfluBsziffei /i. 239. 

Balten »uf drei Stützen. .>.i. 
Balken auf zwei Stützen. 27. 
Balken überall gleicher Sicherheit. 37. 
Ballistischea Pendel. 143. 

Barometer. 21 .'t. 

Barometrisches Höhenmessen. 204, 31 1. 
Beharrangszustand. L'28. 
Belastung, plötzliche. 104. 
Bewegung, beschleunigte, elastlBch- 

fester Körper. 90. 
Bewegung der Luft in Röhren. 346. 
Bewegung des Wassers in Kanälen. 391. 
Bewegung des Wassers in Rühren. 376. 
Bewegung , ungleichförmige , des 

Wassers. 306. 



Biegung f. 4.1. 
Biegungsarbeit 1 10. 
Biegungsfedem. 1 l.j. 
Biflgungsfestigteit. 17. 
Biegungslinie. 40. 
Biegungsmoment 3ß. 31, 2.'>. 
Biegnngsspannnng ir, «/, ir". IS, 21, 22. 
Bojle-Mariotte'scher Satz. 202. 
Brückenpfeiler, Stau derselben. 313. 

Centtifttge. 200. 

Dachträger. 74. 

Dehnung t. .j. 

Dehnangslinie. 6. 

Dichte ;- der Gase. 30.1. 

Drehnngsarbeit 120. 

Drehung elastjsch-fester Körper. 93, 
97. 

Drehung flüssiger Körper. 196. 

Drehnngsfestigkeit 64. 

Drosselklappe. 28.i. 

Druck D strömenden Wassers. 325. 

Dmctfestigkeit D. 6. 

Dmckhöhenverlnst *, in Folge plötz- 
licher Qnerschnittsäuderung. 245. 

Druck, hydraulischer, p. 259. 

Druck, hydrostatischer, p. IGO. 

Druckkraft anf eine Geffisswand. 164, 
169. 
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Druckkrirft ruhenden Wassers gegen 

knuume Flächen. 164, 181. 
DnickmesEer. 2l.% 281. 
Drnckmiltelpnnkt 169. 
Drackspanming a. 6. 



paiinter, am Ende nnterstätztet 

Balken. 40. 
Einheiteranm v der Gase. 203. 
Emschnfining (Extraktion). 2S8. 
EinEchnUrnng, unTolltommene. 241. 
EinBchnOrnng, nnrollständige. 240. 
Elasticität. 4. 
Elastäcitätägrenze für Zng und Druck, 

t bez. d. :>, ß. 
ElaBticitätS' nnd FeGtdgkeitezahlen. 8. 
Elasticitätsmafe E. b. 
Elastisch-feste Körper. 4. 
Entleerung eines Qeftsees. 348. 
Enler'a Gleichgewichte ' Bedingangen 

für Plüssigkeiten. 225. 
Enler's Gleichungen fflr die Bewegung 

von FlüBBigkeiten. 272. 

Fachwerkbalken. 71. 

Federn. 11.5, 122. 

Feetigkeitszahlen. 8. 

Fläche gleichen Dmckee. 168, 236. 

Flächenkräfte. 8. 

Fl«gelgebläse. 223. 

FlttBse. 291. 

Flüssigkeiten, Mechanik der. 156. 

Formändemngs-.Ajbeit 99. 

Gase, Gleichgewicht derselben. 303. 
Gase, Einheitsroiun v derselben. S02. 
Gas«, Znstandsgleichnng. 210. 
G»y-LuBBac'scher Sat». 208. 
Gebläse, Plflgel-. 223. 
Gefäss-Wandetäike. 165. 
GeBchwindigkeitsknrre. 303. 
Qeschwindigkeltaziffer ^. 238, 333. 
Gestänge äberall gleicher Sicherheit. 13. 
Gewicht, scheinbares, in Bezug auf 
Wasser. ] 85. 



Gleichgewicht der Gase. 203. 
Gleichgewicht elastisch -fester Körper. 

9. 
Gleichgewicht flfiasiger KSrper. 159. 
Qleitung ;•. 15. 
Gleitmafs Ö. l-j. 

Hähne, 284. 
Heber. 333. 
Höhenmessen, barometrisches. 304,211. 

Kanäle, Bewegung des Wassers in 
Kanälen. 291. 

Kanalqnerschnitt kleinsten Widerstan- 
des. 299. 

Knickfestigkeit. 59. 

Knicknngefaktoi- n. 62. 

Knickziffer a. 62. 

Knieröhrea 283. 

Kontraktion (Einschnfirong). 338. 

Kr&fteplan eines Pachwerks. 78. 

Kreiselpampe. 330. 

Kropfröhren. 383. 

KBhlnng von Räumen. 345. 

Lochen. 17. 

Luftballon. 206, 214. 

Lnft, Bewegung in Bohren. 346. 

Luft, Dichte derselben. 303. 

Luftwiderstand D. 350. 

Mariotte' scher Satz. 202. 
Hassenkräfte. 8. 
Hetacentrum. 191. 
Hittelpunkt des Stosees. 147. 
bOttelpunkt des Wasserdrucks. 169. 
Manometer. 315. 
Uomentenfläche. 26. 
Mtkhlsteb, Spannung der lUnge nm 
einen. 96, 



Nachwirkung, elastische, 7. 

Niveaufläche. 168, 336. 
Nulllinie. 20. 
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Parabel-Träger. 85. 
Parallel-FachwerktTttger. 88. 
Pendel, ballistisches. 143. 
pßhle, Ginramnien derselben. 133. 
PfeUer, Staa derselben. 313. 
Fieiometer. 381. 
Presse, Wasserdruck-. 162. 
ProportJonalitatagtenze. 7. 
Pumpe, Kreisel-. ?9a 
Pumpe, Saug-. 319. 
Pnmpe, Saugstrahl-. 263. 
Punien. 17. 

Querkraft Q. 30. 
Qnerträgor. 33. 

Rammen. IS.'i. 

Beaktion ansfliessenden Waasera. 367. 

Keaktionsschitr. 26a 

Böbien, Bewegung der Lnft in. 346. 

Bohren, Bewegung des Wassers in. 276. 

Bohren, Knie- und Kropf-. 383. 

Röhren- Wandstärke. 165. 

Sangheber. 263. 
Säugpumpe. 219. 
Saugstrahlpnmpe. 363. 
Scherfestigkeit 15. 
Schieber. 284. 
Schleudermaschine. 200. 
Schleusenkammern, Füllung und Ent- 
leerung derselben. 355. 
Schleuaenthore, Eiegel derselben. 175. 
Schornstein. 348. 
Schubfestigkeit 15 
Schnbspannung t. 15. 
Schwache Stellen. 109, 113. 
Schwimmachee. 188. 
Schwimmende Körper. 188. 
Seileck ab Momeutenfläche. 39. 
Spedfisches Volnmen v der Gase. 203. 
Spedösche WSrme e and e,. 333. 
Springbrunnen. 290. 
Springatrahl. 290. 



Standsicherheit schwimmender ESrper. 

188. 
Statisch unbestimmte Aufgaben. 49. 
Stanhöhe. 310. 
Stauknrre. 314. 
Stauweite xo- 323. 
StAssbelastung 107, 137. 
StosB, elastischer. 140. 
Stoes, eicentrischer. 144. 
StoBS, gerader, centraler. 136. 
Stosslinie. 126. 
StABsmittelpunkt 147. 
Stoss, Bchiefer. 149. 
SteSB eich drehender Körper. 141. 
Stoss, nnelastäscher. 133. 
Stossverlnet. 246. 
StoBsziffer k. 130. 
Strahlachiff. 268. 
Strömendes Wasser, Druck desselben. 

325. 

Taucherglocke. 232. 
Temperatur, absolute, T. 310. 
Trägerqnerachnitt J, 33, 34. 
Tragfedem. 115. 
Trägheitsmoment eines Querschnitts J. 



Ventile. 285. 
Verdrängung F. 188. 
Verdrehungs-Fedem, 122, 
Verdrehungs Winkel 9. 65. 
Verlängerung, elastische, äl. 5. 
Vernietung. 16, 

Wagenachse. 32. 

Wägung eines langen Stabes. 58. 
Wägangeines zweiachsigen W^ens. 58. 
Wandstärke. 165. 
Wärmeeinheit WE. 33. 
Wärmekapacität » und «,. '333. 
Wärmemenge Q. 333, 
WärmewerÜi A der Arbeitseinheit. 334. 
Wärme, speciflache, e and e,. 333. 
Wasserdruck-Presse. 163. 
Waeserleitimg mit Verzweigung. 385. 
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Waagerschwelle. 318. 
Wassenpiegel. 168, 194, 196. 
WaSBereprang. 318. 
Wasserstrahl, Druck eines, gegen e 

Fläche. 269. 
Wassenihr. 250. 
Wehxe. 310. 
Widerstandsmoment, 38 = ./;« ei 



Widerstandsziffer Ca föi Reibung des 
Wagseis im Geföss. 244. 



Wiegmannecher Dachträger. 79. 
Winddruck D. 350. 
Winkeleisen. 34. 

Zugfestigkeit Z. 6, 11. 
Zugspannung it. 4. 
ZuBtandsänderung, adiabatische. 340. 
Zustandsänderang eines Gases. 333. 
Znstandsjindemng, isothennisclie. 338. 
Zustandsgleichung der Gase. 310, 



Berichtigungen. 

Auf S. 13, Zeile 4 von unten soll ea statt logF,, heissen: IF^. 
Auf S. 69 ist in Gl. 13 nachzufilgen: 



Berichtigangen lam ersten Tbeil«: 

S. 16: In GL 3 sind zu streichen die Worte: ,= Fläche BQQiBi der 

Fig. IS"; dieselben sind bei der Drucklegung irrthümlich hinzugeittgt 

worden. 
S. 139, Z. 10 von unten, fehlt hinter dem Worte „wäre" ein Komma. 
S. 196: In dem Erafteck der Fig. 248 sollen mit ä die Winkel bezeichnet 

werden, welche die Kräfte Tf mit der Wagerechten (nicht mit der 

Lothrechten) bilden. 
S. 255: In Fig. 316 soll das Gewicht des Kdrpers 400t sein (statt 40«). 
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